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01 ينسب المستوي إلى معلم متعامد ومتجانس ( )jiO    :لتكن النقط .;;
                     2;0 , 1;3 , 1;5 , 2; 2A B C D    

AB.احسب الجداء السلمي . 1   AD
uuur uuur

  AD و AB و الطولين 
  ) بالدرجة ( 110 مدور إلى BAD·استنتج قيسا للزاوية . 2  
  . قائم ABCأثبت أن المثلث . 3  
  .Aعين معادلة لمماس هذه الدائرة في .ABC  .5 المحيطة بالمثلث  عين معادلة للدائرة  . 4  

02 ينسب المستوي إلى معلم متعامد ومتجانس ( )jiO ;;.   
    نعتبر النقطتين 1; 1A  ،  1;3B والدائرة)C ( 2 :التي معادلتها 2 4 2 8 0x y x y      

عين التمثيل الوسيطي للمستقيم .1    AB ثم معادلة ديكارتية لــه .  
  ) C (للدائرة ونصف قطر مركزالحدد . 2   

المار من ) ∆(حدد معادلة ديكارتية للمستقيم )  أ. 3    5;3E(2;1)وn
ur

  . شعاع ناظمي له
   . مجموعة خالية)∆( و )C(بين أن تقاطع )   ب     

حدد الوضعية النسبية للمستقيمين )        ج AB و )∆(  
 تأكد أن.4  ABو )C(يتقاطعان وحدد تقاطعهما .  
 والمستقيم )C(رة احسب المسافة بين مركز الدائ.5  ABبـ:  

  استعمال قاعدة المسافة بين نقطة ومستقيم)       أ
 نقطة متغيرة من Mاختيار)      ب AB وحساب المسافة Mة بدلالة متغير ثم تعيين قيمتها الحدي. 

03 نعتبر المربع ABCD. E و F كمايلي  نقطتان معرفتان:  

     1
3

BE BC
uuur uuur

1  و 
3

CF CD
uur uuur

    

أثبت أن المستقيمين -      AEو  BF متعامدان .  
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 كيــر بالجداء السلمي في المستوي و تطبيقاته و مرجح نقط تذ
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04 ABC مثلث قائم في A حيث AB=3و AC=4   
   )(C;3و ) A;1) ( ،B;-2) مرجح Gليكن    

 I(أنشئ النقطة )     أG واحسب :GA2 ، GB2 و GC2.   

)(:   ي تحقق  الت من المستويMعين مجموعة النقط )     ب Rk ∈kMA2-2MB2+3MC2=   

II (ينسب المستوي إلى معلم متعامد ومتجانس ( )jiA ABi: حيث ;;
3
1

ACj  و =
4
1

=  

  .GC2 و GA2 ، GB2:واحسب   Gعين إحداثيات النقطة   ) أ

)(:    التي تحقق  من المستويMنقط عين مجموعة ال ) ب Rk ∈kMA2-2MB2+3MC2=  
Descartes dit dans sa géométrie(1637):la géométrie analytique est l'art de 

résoudre les problèmes de géométrie par le calcul.   
    

  
  
  
  
  

  
  
  
  
  

01ABCDEFGH مكعب ضلعهa.  
  :احسب الجداءات السلمية الآتية / 1    
AB.)      أ AC

uuur uuur
AB.)    ،  ب CD

uuuuruuur
AB.)     ،   ج FG

uuuuruuur
DB.)   ،    د HF

uuuuruuur
    

)أثبت ان المستقيم / 2     )AG عمودي على المستوي  ( )BED   

)نعتبر المعلم / 3    ); ; ;D DA DC DH
uuur uuuur uuuur

.   

   D و A ، G،  B ، Eعين إحداثيات النقط )                   أ
)اثبت مجددا أن المستقيم )                 ب )AG عمودي على المستوي  ( )BED  
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 تعيين معادلة ديكارتية –التعامد :  في توظيفه و  الفضاءالجداء السلمي في
  تعيين معادلة سطح كرة - حساب المسافة بين  نقطة و مستوي–لمستوي
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02  و متجانس في معلم متعامد( ; ; ; )O i j k
r ur urمن الفضاء .  

):  نعتبر النقط  )1;0;2A − ،  ( )3;2;4B ) و − )1; 1; 2C − −  
   تعين مستوياC و A ، Bبين أن النقط / 1  

أثبت أن / 2    3;2;1n
ur

 شعاع ناظمي للمستوي  ABC   
استنتج معادلة ديكارتية للمستوي / 3    ABC.  
عين معــادلة ديكارتية للمستوي / 4   P الذي يشمـل النقطة  4; 1; 2E     

    و الموازي للمستوي ABC    

03   في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

  . من الفضاء

)نعتبر النقط   )1,0, 1A −،( )2,2,3B،( )3,1, 2C ) و− )4,2,1D −  
 .قائم ثم أحسب مساحته ABCاثبت أن المثلث .1  
عين شعاع ناظميا للمستوي ) أ.2   ABC  

استنتج معادلة ديكارتية للمستوي )    ب ABC.  

عن المستويDعين بعد النقطة . 3  ABC ،  ثم أحسب حجم رباعي الوجوهDABC. 
04 ) 2008بكالوريا علوم تجريبية الجزائر دورة(  

نعتبر في .عين الجواب الصحيح معللا اختيارك . لكل سؤال من الأسئلة التالية جواب واحد صحيح فقط 
)لفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ا ; ; ; )O i j k

r ur ur
  : النقط 

         ( )1;3; 1A − ،  ( )4;1;0B ، ( )2;0; 2C − − ،  ( )3;2;1D  

)  و المستوي  )P 3:  الذي معادلته 4 0x z− − =.   

)المستوي ) 1   )P 1ج:  هو (( )BCD2   ،  ج (( )ABC3    ،  ج (( )ABD   

)شعاع ناظمي للمستوي ) 2   )P هو :  

)) 1       ج              )1 1;2;1n
uur

))2   ،  ج )2 2;0;6n −
uur

)) 3   ، ج )3 2;0; 1n −
uur

  

) و المستوي Dالمسافة بين النقطة ) 3  )P1ج:    هي (
10
5

) 2  ج،   
10

10
) 3 ج،  

2 10
5

 
05 في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k

r ur ur
  . من الفضاء

أكتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة التي قطرها ) 1   ABحيث:  
         A( 7 ; 2 ; - 2 ) و B( - 3 ; 0 ; - 4 )  

)أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ) 2   )P مماس  )S (  فيA.  
3 ( ديكارتية للمستوي اوجد معادلة M محور القطعة  AB  
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06معلم متعامد و متجانس نعتبر الفضاء منسوب إلى ( ; ; ; )O i j k
r ur ur

   ، النقطتين 

  ( )0; 1;1A )  و − )1; 1;0B ) وسطح الكرة − )S التي معادلتــها  :  

       2 2 2 2 4 2 0x y z x z+ + − − + =  

)بين أن مركز سطح الكرة  )1 )S هي النقطة ( )1;0;2Ω 3 ونصف قطرها هو   

) تنتمي إلى Aتحقق من أن  )2 )S  

OAتحقق أن )3 
uuur

OB  و 
uuur

)  المعادلة الديكارتية للمستويعينثم   غير مرتبطين خطيا )OAB      

)بين أن المستوي ) 4   )OAB مماس لسطح الكرة ( )S في النقطة A.  
07متجانس نعتبر الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و ( ; ; ; )O i j k

r ur ur
   ، النقطتين 

  ( )2; 0;1A )  و − )1;0;2B  و − 1P 2 مستوي معادلتـه الديكارتية 2 0x y z     

اكتب معادلة ديكارتية للمستــوي  )1 2Pيشمل  الذي A 0 وA
uur

  . شعاع ناظمي لـه 

أثبت أن المستويين  )2 1P و  2Pمتعامدان . 
 و Bاحسب المسافة بين  )3 1P ثم بين Bو  2P  

 و مستقيم تقاطع المستويين Bاستنتج المسافة بين النقطة )4    1P و  2P 
08 نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس( ; ; ; )O i j k

r ur ur
  : النقط 

 ( )1;2; 2A − ،  ( )0;3; 3B − ، ( )1;1; 2C ) و المستوي − )P 3: الذي معادلته 0x y+ − =  
) احسب مسافة النقطة -أ )1 )0;1; 1Ω )ن المستوي  ع− )P.   

) استنتج أن معادلة ديكارتية لسطح الكرة -ب )S التي مركزها ( )0;1; 1Ω −   
)و المماسة للمستوي   )P 2: هي 2 2 2 2 0x y z y z+ + − + =   

   

    
 
 
 

09عي وجوهرباABCD بحيث :AC BD و AD BC ونعتبر النقطة I منتصف 
القطعة  AB و النقطة J منتصف القطعة  CD.   

2برهن أن .1   2 2 212
2

AC AD AJ CD   2 و 2 2 212
2

BC BD BJ CD    

 استنتج أن المستقيمين .2  IJو ABمتعامدان  . 
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   .تعين مستويا  C وA    ،Bبين أن النقــط  -أ) 2
n عين شعاع ناظمي -       ب

ur
) للمستوي  )ABC   

) استنتج معادلة ديكارتية للمستوي -      جـ )ABC  
)تحقق من أن سطح الكرة -أ)  3    )S مماسة للمستوي ( )ABC.  

) واستنتج نقطة تماس CΩ احسب المسافة -   ب )Sو المستوي   
 ( )ABC.   
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10 نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ; ; ; )O i j k
r ur ur

  : النقط 

 ( )1; 2;4A − ،  ( )2; 6;5B − − ، ( )5;1;2C ،  1; 5; 8D   ،  4;0; 3E    

بين أن الشعاع ) أ.1  , ,n a b c
ur

 يكون ناظميا للمستوي  ABCن إذا كاط إذا وفق: 
3 4 0
4 3 2 0

a b c
a b c

      
 

استنتج شعاعا ناظميا للمستوي )    ب ABC بمركبات صحيحة .  
 معادلة ديكارتية للمستوي استنتج)    ج  ABC  
هل المستقيم .2  AE عمودي على المستوي  ABC؟   
هل المستويان .3  ABC و  ADE متعامدان ؟   

11  نعتبر المكعبABCDEFGH.   
  )1الشكل (  ).CFH( عمودي على المستوي  ) AG(  بين أن المستقيم .1

 2لمي أحسب الجداء الس.AE HC
uuur uuuur. ) 2الشكل( 

3نعتبر النقطةI منتصف الحرف ]AE [ والنقطةJ بحيث تكون النقطة Aمنتصف القطعة ]EJ[  

)2الشكل  ( ] .GJ[هو مستوي محوري للقطعة ) BDI( أثبت أن المستوي -   
  
  

    
  

    
  
  
  

                         O                                                           A 
                                                                             )2الشكل ( 
  

    )1الشكل (                                                                             
12 نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ; ; ; )O i j k

r ur ur
  : النقط 

 ( )0;0;1A ،  ( )2;4; 1B − ، ( )4; 4; 3C − − ،  4;0;4S ، 1 1;0;
2 2

H
    

  

   .A في قائم ABCاثبت أن المثلث  )1
SH بين أن الشعاع -أ )2

uuur
AB عمودي على المستوي 

uuur
AC و 

uuur
  

 استنتج معادلة ديكارتية للمستوي -ب ABC  
 على المستوي  S هي المسقط العمودي للنقطة Hتحقق أن النقطة ) 3   ABC  
SABC جوه احسب حجم رباعي الو) 4     
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13 في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur urتعطى النقط .  من الفضاء  

 ( )3; 2;2A − ،  ( )6;1;5B ،  ( )6; 2; 1C − − ، ( )0;4; 1D −  
  : صحة أو خطأ الجمل التالية – مع التعليل –بين       

   A قائم في ABCالمثلث )1 
)المستوي )2  )P 3: ذو المعادلة 0x y z+ + − ) عمودي على المستقيم = )AB ويشمل النقطة A  

 3 ( معادلة المستوي( )P ) العمودي على ′ )AC والذي يشمل النقطة A 5: هي 0x z+ − =  

)المستقيم ) 4  )ADودي على المستوي  عم( )ABC  

)الشعاع ) 5  )1; 2;1u −
r

)  شعاع توجيه للمستقيم  ) تقاطع ∆( )P و ( )P ′.  

3 هوBDC·قيس الزاوية ) 7.  حجوم  وحدة81 هو ABCDحجم رباعي الوجوه ) 6 
4
πراديان   

) عن المستوي Aبعد ) 9 .   وحدة مساحة21 هي BDCمساحة المثلث ) 8  )BDC 3 يساوي  

 
 
 

14  معلم متعامد و متجانس في( ; ; ; )O i j k
r ur urتعطى النقط.  من الفضاء  

 ( )2; 3;0A − ،  ( )1;2;4B − ،  ( )3;3;0C −  

المستقيم ) أ: اوجد تمثيل وسيطي لـ/  1   AB  .  نصف المستقيم ) ب BC   .القطعة) ج BC  

هل النقطتان -/ 2   4;7;8E  ،  2;2;4F تنتميان إلى AB؟ 
15  في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k

r ur urتبر المستقيم نع.  من الفضاء D الذي تمثيله 

:الوسيطي 

2 3

3 2

x t
y t t

z t

      

 اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم - ¡ D  الذي يوازي  D 

ويشمل النقطــة  1;2;4A   

16مد و متجانس في معلم متعا( ; ; ; )O i j k
r ur ur

نعتبر المستويين المعرفين .  من الفضاء

):بالمعادلتين التاليتين  ) 012: =+−+ zyxP و( ) 0: =++−′ zyxP و النقطة  A( 0; 1 ; 1 )    
  بين أن المستويين متعامدان .1
)تقاطع المستويين ) D(عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم  .2 )P و ( )P ′  
) عن المستوي Aعين بعد النقطة  .3 )P و عن ( )P ′   
  )D( عن المستقيم Aاستنتج بعد النقطة .4    
 عن   A النقطة ومفهوم القيم الحدية استنتج من جديد بعد) D(ل التمثيل الوسيطي للمستقيم باستعما.5    

D((  المستقيم   
  6/24الصفحــــة 

  تعيين مجموعات النقط– التمييز المرجحي –التمثيل الوسيطي 
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17 في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

 من الفضاء 
1 الجملة التالية هندسيا فسر

2 3 0
2 3 2 4
x y z

x y z
       

  

هل جملة المعادلتين /2 
2 3 0

2 3 2 4
x y z

x y z
       

 و التمثيل الوسيطي 

1 9
2 4

x t
y t t
z t

      

¡   

    يعرفان نفس المستقيم ؟

18   في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur urمحاوره من الفضاء  ( )OX ، ( )OY ، ( )OZ  

  2x-3y+z+2 =0:  الذي معادلته  (P) و المستوي  A( 1; -2 ; 4 )      نعتبر النقطة  
    .(P) ويعامد المستوي Aالذي يشمل النقطة ) ∆(اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم  .1
   . (P)و ) ∆( تقاطع  نقطةBعين إحداثيات النقطة  .2
   .(P) والتي تمس المستوي Aاكتب معادلة لسطح الكرة التي مركزها  .3
) نقطتي تقاطع سطح الكرة والمستقيم C; Dعين إحداثيات  .4 )OZ     
5  ما هي إحداثيات مركز ثقل رباعي الوجوهABCD.  

19 في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

:تعطى النقط . من الفضاء 
 1; 2;5A  2;0;3B  3; 1;4C  

1 ن أن النقطبيA ، B و Cن مستوياتعي   

 عين تمثيلا وسيطيا للمستوي /2  ABC ثم استنتج معادلة ديكارتية للمستوي  ABC  

تحقق أن النقطة / 3  3;3;0D  تنتمي إلى المستوي  ABC.   
 مرجح الجملة D حتى يكون  و ، علل وجود ثلاثة أعداد حقيقية / 4 

      ; , ; , ;A B C   عين الثلاثية  , ,    

لث  تنتمي إلى داخل المثDهل النقطة / 5  ABC؟ علل  
20 في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k

r ur ur
 A( 2; 0 ; 2 )النقطة نعتبر  من الفضاء

03: ذا المعادلة ) P(والمستوي  =−−+ zyx 
  ).P( والعمودي على المستوي Aالمار من )D(حدد تمثيلا وسيطيا للمستقيم  .1
 ).P(والمستوي ) D( نقطة تقاطع المستقيم Bحدد إحداثيات  .2
 Bوفق الدائرة التي مركزها ) P( والتي تقطع المستوي Aالتي مركزها ) S(نعتبر سطح الكرة  .3

  . 2ونصف قطرها 
  )S(حدد نصف قطر سطح الكرة   - أ
S.(( اكتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة -         ب 
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21    )P ( مجموعة النقط المعرفة بالتمثيل الوسيطي  

.....
1 2

( ) : 2 3 ,
1

x t m
P y t t m

z m

= + +
 = − + ∈
 = −

¡  

u(0;3;1) و الشعاعينA( 1 ; -2 ; 1 )    نعتبر النقطة 
r0;2)  و; 1)v −

r   
)هو مستوي المعلم  ) P( بين أن ) 1 ; ; )A u v

r r  
   )P(  ديكارتية للمستوي أكتب معادلة) 2

22    في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

:تعطى النقط . من الفضاء 
                    A( 2; 1 ; 3 )   ، B(-3; -1 ; 7)  ،  C( 3; 2 ; 4 )  

  .ليست على استقامة واحدةC    وA ، Bأثبت أن النقط .1     

):    المستقيم المعرف بالتمثيل الوسيطي ) d(ليكن . 2      )Rt ∈   








+=
−=
+−=

tz
ty

tx

4
3

27

  

   ) .ABC(عمودي على المستوي ) d(بين أن المستقيم )              أ
   )ABC(اكتب معادلة ديكارتية للمستوي )             ب

   ).ABC(توي والمس) d( النقطة المشتركة للمستقيم Hلتكن . 3    
  (C;2),(B;-1),(A;-2 ) مرجح الجملة   Hبين أن النقطة )              أ
)عين طبيعة المجموعة)            ب )1Γ للنقط M من الفضاء والتي تحقق :  

               ( )( ) 0.22 =−+−− MCMBMCMBMAوحدد العناصر المميزة     
) المجموعةعين طبيعة)             جـ )2Γ للنقط M من الفضاء والتي تحقق :  

                     2922 =+−− MCMBMAوحدد العناصر المميزة    

)عين الطبيعة والعناصر المميزة للمجموعة )             د )21 Γ∩Γ.   
)مي للمجموعة  تنتS( -8; 1 ; 3 )هل النقطة )              هـ )21 Γ∩Γ. 

23رفة بالتمثيلات  ــفي كل حالة من الحالات التالية عين هندسيا المجموعات التالية المع

:الوسيطية    1

3 2
: 1

1 3

x k
y k k

z k


       

¡         ،   2

3 2
: 1

1 3

x k
y k k

z k
 

       

¡  

             3

3 2
: 1 0;1

1 3

x k
y k k

z k


       

  ،       4

3 2
: 1 1;2

1 3

x k
y k k

z k
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  حليلات عمار

24 ABC مثلث ، نضع AB c ، BC a ، AC b نعتبر A مرجح الجملة 

    ; , ;B b C c 1 ( نعرف النقطةB  بـ :bAB AB
b c

 


uuuur uuur
  

Bبين أن  -  مرجح النقطتين Aو Bمرفقتين بمعاملين يطلب تعيينهما .  

Cلتكن ) 2  مرجح الجملة     ; , ;A b C c بين أن AB A C  معين .  

 مرجح الجملة Iلتكن  )3      ; , ; , ;A a B b C c   
  ABC هو مركز الدائرة الداخلية للمثلث Iبين أن -    

25: ( A     ، B ، C ثلاث نقط من الفضاء ، ليست على استقامة واحدة  .k عدد حقيقي 

)  مرجح الجملة kG  ] .1 ; 1-[ من المجال  ) ( ) ( ){ }2; 1 , ; ; ;A k B k C k+ −.   

  −1G و1Gثم أنشئ النقطتين ] BC[  منتصف I و A ، B ، Cمثل النقط ) 1   

   2 (a ( بين أنه من أجل كلk 2:    لدينا  ] 1 ; 1-[  من المجال 1k
kAG BC

k
−

=
+

uuuuur uuur
  

     b (شكل جدول تغيرات الدالةf 2:    كما يلي  ] 1 ; 1-[  المعرفة على المجال( )
1

xf x
x

−
=

+
  

     c (استنتج مجموعة النقطkG لما k 1 ; 1-[  يمسح  المجال[   
  : من الفضاء حيث Mمجموعة النقط  ) E( عين ) 3  

                            2 2MA MB MC MA MB MC+ − = − +
uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur

  

  :  من الفضاء حيث Mمجموعة النقط  ) F( عين ) 4  

                              2 2MA MB MC MA MB MC+ − = − −
uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur

  

)الفضاء منسوب الآن إلى معلم متعامد و متجانس ) 5   ; ; ; )O i j k
r ur ur

 تأخذ A ، B ، C ، النقط 
  .على الترتيب ) 5 ; 2 ; 1-( و  )  1 ; 2 ; 1-(  ،  ( 2 ; 0 ; 0 )الإحداثيات 

    a ( 1عين إحداثياتG2 وG تحقق أن ،  )E (  و )F ( يتقاطعان.  
    b ( أحسب نصف قطر الدائرة )C (  تقاطع )E (  و )F. (     

26( في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

  :تعطى النقط. من الفضاء

  0;1;1A ،  1;0;0B ،  1;2;1C  ،  0;1;2D   

  .ليست على استقامة واحدةC    وA ، Bأثبت أن النقط / 1 
عين تمثيلا وسيطيا للمستوي / 2  ABC   
 تنتمي للمستوي Dبين أن النقطة / 3  ABC    
اوجد معادلة ديكارتية للمستوي / 4  ABC  

9/24 الصفحــــة  



  حليلات عمار

 النسبيةع الأوضا–المستقيمات و المستويات في الفضاء    

27   لى معلم متعامد و متجانس إالفضاء منسوب( ; ; ; )O i j k
r ur ur

.   
3المستقيمات نعتبر       2 1.. .. .. ..d ، d ، dممثلة وسيطيا على الترتيب   

  )( Rt ∈    








+=
−−=
+−=

tz
ty
tx

43
1

52

:   1d  ، ( )Rt ∈′   








′−=

′+=

′−=

tz
ty

tx

5
34

1

   :2d ، ( )Rt ∈








′′=

′′−=

′′+−=

tz
ty

tx

2
3

77

  :3d              

3d و 1d ثم 2d و 1dأدرس تقاطع - 1  
بين أنه يوجد مستو   -2      P 1 وحيد يشملd 2 وd ثم اكتب معادلة ديكارتية لـ  P  

28  نعتبر المستقيمين )D (  و )D' (  حيث  

.....
1

( ) : 1 2
1 3

x t
D y t t

z t

= +
 = − ∈
 = +

¡          

3 2
( ') :

1 4

x m
D y m m

z m

= +
 = ∈
 = − −

¡  

  بين أن المستقيمين ليسا من نفس المستوي) 1
   )D( و يقطع  ) 'D( يوازي  ) ''D( عين مستقيما ) 2

29 3مات نعتبر المستقي 2 1.. .. .. ..d ، d ، dلة وسيطيا على الترتيب  ممث  

        .....
1

x t
y t t
z t

=
 = ∈
 = +

¡ 1 :d ،  .....
1
1
2

x t
y t t
z t

= +
 = − ∈
 = +

¡2 :dو    3

2 4
: 2 2

2 6

x
d y

z


 


       

¡   

عين نقطة تقاطعهما)  2.    من نفس المستوي 2d و1dبين أن المستقيمين )1 
 منطبقان 3d و2dبين أن  )2 

30  1- تحقق أن المستقيمين) D  ( و )D' ( متوازيان  

    ...
2 4

( ) ..: 3 2
1 2

x t
D y t t

z t

= − −
 = + ∈
 = −

¡    ....
1 2 '

( ') : 3 2 ' '
1 2

.
'

x t
D y t t

z t

= +
 = − ∈
 = − +

¡  

  دلة ديكارتية للمستوي الذي يشملهما أكتب معا-2    
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  حليلات عمار

31 )أسئلة متعددة الاختيارات(  كل سؤال يتضمن أربع اختيارات من بينها اختيار واحد  
)الفضاء منسوب لمعلم متعامد ومتجانس . صحيح ، عينه مبررا إجابتك       ; ; ; )O i j k

r ur ur
. 

)مجموعة النقط  )1 ); ;M x y z بحيث :
2 6 2 7 0

3 5 0
x y z
x y z

− + − =
 − + − + =

 : هي 

  نقطة           ) 4مستوي    ،   ج) 3مستقيم  ،  ج) 2مجموعة خالية   ،  ج:1       ج

): المستقيمان الممثلان وسيطيا كما يلي  )2 )
1
1

2 3

x t
y t t
z t

= −
 = − + ∈
 = −

)  و ¡ )
2
2

4 2

x t
y t t
z t

= +
 = − − ∈
 = +

¡  

  ليسا من مستوي واحد ) :4متقاطعان  ، ج: 3جمتطابقان   ،: 2 تماما    ، جمتوازيان: 1ج    
)المسافة بين النقطة  )3 )1; 2;1A 3: والمستوي الذي معادلته − 5 0x y z− + − +   : هي =

: 1       ج
3

11
) : 2    ،    ج

3
11

: 3   ،   ج  
1
2

: 4      ،    ج
8
11

  

) المسقط العمودي للنقطة Hإحداثيات  )4 )1;6;0Bعلى المستوي الذي معــــادلته   :
3 5 0x y z− + − +   : هي =

): 1    ج ): 2  ،  ج5;1;3( ):3  ،    ج1;3;2( ):4  ،    ج2;0;3( )2;3; 6− −   

32 الفضاء منسوب لمعلم متعامد ومتجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

. d من الفضاء ذو التمثيل مستقيم

:وسيطي   ال 
1
2 3

4

x t
y t t

z

      

 عين تقاطع المستقيم -1 ¡ d و المستوي  , ,P O i k
r ur

  

 أثبت أن -2   d المستوي يوازي , ,P O i j
r ur

   

 أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم - 3  d  الذي يشمل النقطة  2; 4;0A  و يوازي  d    

أعط تمثيلين وسيطيين لمستقيمين موازيين لـ - 4  d في المستوي  , ,P O i j
r ur

  

33 ليكن رباعي الوجوهABCD و لتكن D'  ،B' و C' نظائر A بالنسبة لمنتصفات 
  على الترتيب ] DB[ و  ]    BC [  ، ]CD[ القطع 

)تحقق أن ) 1 ; ; ; )A AB AC AD
uuur uuur uuur

   معلم للفضاء
   ) 'DD( و  ) 'BB' (      ، )CC( عين تمثيلا وسيطيا لكل من المستقيمات ) 2
  ب تحديد احداثياتها يطلJبين أن هذه المستقيمات تتقاطع في نقطة واحدة ) 3
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  حليلات عمار

34  لى معلم متعامد و متجانسإمنسوب( ; ; ; )O i j k
r ur ur.  

  .D( 0 ; 0 ; -3 )  و   A( 4 ; 0 ; -3) ، B( 2 ; 2 ; 2 )  ، C( 3 ;-3 ;-1 )  نعتبر النقط التالية
   .)هذا المستوي  ) P(ليكن  ]  ( AB[ رتية لمستوي محور  معادلة ديكاعين) 1 
  القطعتين  نقبل فيما يلي أن المستويين محوري ) 2 
 ]BC [  و ]DC [  2معرفان بالمعادلتينx-10y-6z-7=03    وx-3y+2z-5=0على الترتيب  . 

  .حداثياتها إ يطلب تعيين E بين أن تقاطع هذه المستويات الثلاثة هو نقطة -)    أ
       يطلب تعيين نصف قطرهاE تقع على سطح كرة مركزها A ، B ، C ، D بين أن النقط -)   ب

35 ر النتائج هندسياحل الجمل التالية وفس   

        
2 3 1

1 / 7 4
2 4 9 9

x y z
x y z
x y z

         

 
1

2 / 3 3 1
2 4

x y z
x y

x y z

        

 


1

3 / 2 2 0
2 3 1

x y z
x y z

x y z

         


5 2

4 / 3
8 10 3 27

x y z
x y

x y z

        

 

36       نعتبر المستويين المعرفين بمعادلتين ديكارتين كما يلي:  

             ( ) : -1P x y+ =           ،     ( ) : 2 2 0R x y z+ + =           
   و موجه بالشعاعA( 1 ; -2 ; 0 )يشمل النقطة  ) D(  مستقيم تحقق أن المستويين يتقاطعان وفق) 1

   ( 2;2;1)u −
r

    
   يتقاطعانx + 4 y + z + 3 = 0 4الذي معادلته   ) 'P( و المستوي  ) D( بين أن المستقيم ) 2
  استنتج حل الجملة) 3

                            

1
2 2 0
4 4 3 0

x y
x y z
x y z

+ = −
 + + =
 + + + =

 

37  نعتبر في الفضاء( )E المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ; ; ; )O i j k
r ur ur

  : النقط 

 ( )0; 1;2A − ، ( )1;1;2B ، ( )2; 1;0C ):   و المستوي  − ) : 2 2 2 0P x y z− + + + =  

):  و سطح الكرة  ) 2 2 2: 2 4 4 0S x y z x y+ + + − − =  

)أوجد المعادلة الديكارتية للمستوي ) 1   )ABC.   

) مركز سطح الكرة Ωحدد النقطة ) 2   )S و نصف قطرها R   

)مستوي برهن أن ال) 3   )ABC مماس لسطح الكرة ( )S في نقطة Eينبغي تحديد إحداثياتها .  

)بين أن المستوي ) 4   )P يقطع سطح الكرة ( )S وفق دائرة ( )C محددا إحداثيات مركزها H 
r     ونصف قطرها  
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  حليلات عمار

  }التدريب على حل تمارين بكالوريات{  
01 الفضاء مزود بمعلم متعامد ومتجانس( ); ; ;O i j k

r ur ur
.   

نعتبر النقط     1;0;2A ،  0;2;1B ،  2;1;3C   

    1 ( P 1 مستو معادلة له من الشكل 0x z     

بين أن المستوي )            أ P هو المستوي  ABC.   

ما طبيعة المثلث )           ب ABC  

تحقق من أن النقطة ) أ)    2     2;3;4D لا تنتمي إلى  ABC.   
   ABCDما طبيعة )           ب

 و المستوي Dاحسب المسافة بين ) أ)   3     ABC  
  ABCDاحسب حجم )         ب

02عامد و متجانس في الفضاء المنسوب إلى معلم مت( ); ; ;O i j k
r ur ur

  :نعتبر النقط .

  2;3; 1A   ،  1; 2;4B  ،  3;0; 2C  ،   1; 1; 2D     

وليكن      2: المستوي المعرف بمعادلته الديكارتية 2 1 0x y z      
  :أجب بصحيح او خطأ مع تبرير الإجابة في كل حالة من الحالات التالية :المطلوب  
  . في استقامية C و A ، Bالنقط .1   

   2. ABD 25: مستوي معادلة ديكارتية له 6 33 0x y z      

المستقيم .3    CDلمستوي  عمودي على ا .  

 على Bالمسقط العمودي للنقطة .4     هو النقطة : 1;1; 1H    

03 1 . نعتبر في الفضاء المزود بالمعلم المتعامد و المتجانس( ); ; ;O i j k
r ur ur

  : النقط 

    1;1;2A ،  1;0; 2B   ،  1;0; 6C     

 بين أن مجموعة النقط  , ,M x y z 2 التي تحقق 2 1MA MB  هي مستو عمودي على 

المستقيم  ABلرمز  نرمز له باP يطلب تعيين معادلة له .  

 مجموعة النقط Sلتكن . 2   , ,M x y z 2: التي تحقق 2 2 2 2 2 6 0x y z x y z         
   R ونصف قطرها  هي سطح كرة يطلب تعيين مركزها S    برهن أن 

 3 .G 0: نقطة من الفضاء معرفة بالعلاقةGA GB GC  
uuur uuur uuur r

   
   S ثم تأكد أنها تنتمي إلى Gعين إحداثيات )   أ
    G في النقطة S الذي يمس سطح الكرة Qمعادلة المستوي اكتب )  ب
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04 بالمعلم المتعامد والمتجانس الفضاء مزود ( ); ; ;O i j k
r ur ur

.   

    مستقيم من الفضاء تمثيله الوسيطي معطى بالجملة التالية :

2 1
2 ;

1

x t
y t t
z t

       

¡  

  P 3 مستو معرف بالمعادلة 1 0x y z      
    عين في كل حالة من الحالات التالية الاقتراح أو الاقتراحات الصحيحة مع التعليل 

   
1  1A :  النقطة 1;1;2A  

       تنتمــي إلى    
1B : النقطة 1;0;2B   

  تنتمــي إلى       
1C : 3قطة الن 30; ;

2 2
C

    
  

ـي إلى        تنتم   

2  
2A: 1 11; ;

2 2
u
     

r
   

     شعاع توجيه    

2B:   1;3;1u 
ur

   
ه      شعاع توجي   

2C:  3;1;0u 
uur

   
     شعاع توجيه    

3  3A :   محتوى في P   3B :   يقطع P   3C :   يوازي P   

4  4A:  1المستويQ  ذو المعادلة 
3 3 0x y z    يعامد P  

4B: 2المستويQالمعادلة  ذو 
12 0
2

x y z   يعامدP  

4C:  3المستويQ ذو 
   :ادلةــالمع

2 5 0x y z        
  Pيعامد    

5  5A:  المسافة بين النقطة 1;1;1D 

6 هي Pو المستوي
11

  

5B: مسافة بين النقطة ال
 0;0;0O و المستوي P 

11:هي 
11

  

5C:  المسافة بين النقطة
 1;3;0E و المستوي P 

  11:هي 

  
05 نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ); ; ;O i j k

r ur ur
   ، المستويين

  1P و  2P 2: حيث 2 0x y z    معادلــة للمستوي  1P  

 و       2

1 2
1 ; ,
5

x
y
z

 
  
 

         

  تمثيل وسيطي للمستوي ¡ 2P .  

اكتب معادلة للمستوي ) 1   2P   

1nعين شعاعا ناظميا ) 2  
ur

 للمستوي  1P 2 و شعاعا ناظمياn
uur

 للمستوي  2P.   
بين أن المستويين  ) 3   1P و  2P متعامدان .  
 -أ) 4   3;1;1A ن المسافة1 نقطة من الفضاء ، عيd بين النقطة A و المستوي  1P المسافة ثم   

2d بين A و المستوي  1P.   
 و المستقيم A بين النقطة 3d استنتج المسافة -  ب  تقاطع المستويين  1P و  2P .   
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  حليلات عمار

 للمستقيم  عين تمثيلا وسيطيا بدلالة -أ )5  حيث  عدد حقيقي .  
 نقطة كيفية من M -ب  2، احسبMA بدلالة  مستنتجا ثانية المسافة بين A و  .   

06بالمعلم المتعامد والمتجانس الفضاء مزود ( ); ; ;O i j k
r ur ur

.   

 نعتبر النقطتين  2;1;2A و  0;2; 1B  و المستقيم  D ذو التمثيل الوسيطي   

                         
2 3
1
2

x t
y t
z t

     

t  حيث  ¡   

اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم  )1 AB.   
  اثبت أن  D و  AB لا ينتميان إلى نفس المستوي . 

نعتبر المستوي  )2 Pتقيم  الذي يشمل المس AB و يوازي المستقيم  D.  
بين أن الشعاع   - أ 1;5;1n

ur
 عمودي على المستوي  P   

اكتب معادلة للمستوي  - ب P  
 من M بين أن المسافة بين نقطة -ج D و المستوي  P مستقلة عن موضع M.  
 عين تمثيلا وسيطيا لمستقيم تقاطع المستوي - د P مع المستوي  yoz.  

07 نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ); ; ;O i j k
r ur ur

، النقط  
          1;2;2A ،  0;2;1B ،  2; 4;0C   

   ؟ABCما طبيعة المثلث  )1
رتية للمستوي اكتب معادلة ديكا )2 ABC. 
3( D نقطة من الفضاء إحداثياتها  0;2;7D 

 و المستوي Dاحسب المسافة بين النقطة  - ABC.   

اكتب معادلة ديكارتية للمستوي  )4  الذي يشمل النقطة D و يوازي المستوي  ABC.   

اكتب معادلة سطح الكرة المماسة للمستويين  )5 ABCو   في النقطتين C و D على 
  .الترتيب 

08نعتبر النقطتان  )أ(الجزءAو D ولتكن .  من الفضاءI منتصف القطعة  AD.   

2: من الفضاء فإن Mبرهن أنه من أجل كل نقطة  )1 2.MD MA MI IA 
uuur uuur

   

2   استنتج المجموعة E  مجموعة النقطM من الفضاء التي تحقق :. 0MD MA 
uuur uuur

 
)الفضاء منسوب لمعلم متعامد ومتجانس )ب(الجزء ); ; ;O i j k

r ur ur
  : نعتبر النقط 

 3;0;0A ،  0;6;0B ،  0;0;4C ،  5;0;1D   

تحقق أن / 1 4;2;3n
ur

 شعاع ناظمي للمستوي  ABC. ي ثم اوجد معادلة ديكارتية للمستو ABC  

2 اوجد التمثيل الوسيطي للمستقيم  العمودي على المستوي  ABC ويشمل النقطة D  
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3 لتكنHلنقطة  المسقط العمودي لD على المستوي  ABC.  استنتج إحداثيات النقطةH  

 على المستوي Dاحسب بعد النقطة / 4 ABC .   

5برهن أن النقطةHتنتمي إلى المجموعة  E أ( المعرفة في الجزء (  

09: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

) نعتبر المستوي  )P الذي 

2:معادلته  7 0x y z+ − + )  و النقط = )2;0;1A  ،  ( )3;2;0B   و( )1 ; 2 ;2C − −  
  ليست على استقامية ثم بين أن المعادلة الديكارتية للمستوي    C  و A ، Bتحقق أن النقط  -1

2:هي  2 0y z+ − =   
) تحقق ان المستويين -أ -2 )P و  ( )ABC ن تمثيلا وسيطيا للمستقيممتعامدان ، ثم عي  ( )∆  

)مستقيم تقاطع  )P و  ( )ABC 
) والمستقيم Aلمسافة بين النقطة  احسب ا-ب )∆   

) مرجح الجملة G لتكن -3    ) ( ) ( ){ };1 , ; , ;A B Cα β حيث α و β عددان حقيقيان يحققان 

1 0α β+ + ) إلى المستقيم G حتى تنتمي النقطة α  ، عين ≠ )∆ 
10 في معلم متعامد و متجانس( ); ; ;O i j k

r ur ur
  :تعطى النقط .  من الفضاء

        ( )1;2;1A −  ،   ( )0;5;2B ،  ( )3;0; 2C −    

  )ABC( اوجد معادلة ديكارتية للمستوي) ب. تعين مستوياC  وA    ،Bبين أن النقــط ) أ.    1    

)نعتبر سطح الكرة . 2     )S  المعرفة بالمعادلة الديكارتية    :
2 2 2 2 4 6 8 0x y z x y z+ + − − − + =  

) مركز سطح الكرة Ωعين النقطة )            أ )S ونصف قطرها r   

)مماس لسطح الكرة  )ABC(تحقق من أن المستوي )            ب )S.   

)أوجد تمثيلا وسيطيا للمستقيم )  أ.   3      .)ABC( والعمودي على المستوي Ω المار من ∆(

) و  )ABC( نقطة تماس ωاستنتج إحداثيات )          ب )S .    
11نسوب إلى معلم متعامد ومتجانس الفضاء م( ; ; ; )O i j k

r ur ur
 .  

) لتكن النقط   )0;2;1A ،  ( )1;1; 3B − − ،  ( )1;0; 1C −  
  A وتشمل النقطة C التي مركزها Sاكتب المعادلة الديكارتية لسطح الكرة .1  

)ليكن المستقيم .2    )D المعرف بالتمثيل الوسيطي : 

1
1 2
3 2

x
y

z

λ
λ
λ

= − −
 = +
 = − +

  . عدد حقيقي λ حيث 

)اكتب معادلة للمستوي )   أ )Pي يشمل النقطة  الذC و يعامد المستقيم ( )D  

) و المستقيم C احسب المسافة بين النقطة )  ب )D 
)ماذا تستنتج فيما يتعلق بالوضع النسبي لكل من المستقيم ) ج   )D وسطح الكرة S  
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12  نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

   المستقيمين 

 ( )  و∆(   :مثليين الوسيطيين  الأتيين  المعرفيين بالت∆′(

  

3
12 ;
2

2 2

x

y

z

λ

λ λ

λ

= +
 = + ∈


= − −

    و  ¡

6
1 2 ;
5

x
y
z

α
α α
α

= +
 = − ∈
 = +

    على الترتيب ¡

)  بين أن المستقيمين  -1   )  و∆(   .  ليسا من نفس المستوي∆′(

  2- M من  نقطة كيفية( ) نقطة كيفية من N  و ∆( )′∆   

) بحيث يكون المستقيم N و Mعين إحداثيات النقطتين )    أ )MN عموديا على كل من   

  ( ) و ∆( )′∆ .   
   .MNاحسب الطول  ) ب
)عين معادلة للمستوي  -3 )P الذي يشمل المستقيم ( ) و يوازي المستقيم ∆( )′∆.   

)افة بين نقطة كيفية من احسب المس ) و المستوي ∆′( )P . ماذا تلاحظ ؟            

13 نعتبر الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur 

   ( )1;2;2A ،  ( )3;2;1B ،  ( )1;3;3Cنقط من هذا الفضاء .  
  . تعين مستو يطلب تعيين معادلته الديكارتية C و A ، Bبرهن أن النقط / 1 
)نعتبر المستويين / 2  )1P و ( )2P المعرفين بمعادلتيهما الديكارتيتين :  

 ( )1 : 2 2 1 0P x y z− + − )  و  = )2 : 3 2 2 0P x y z− + + =  

)  بين أن  )1P و ( )2P يتقاطعان وفق مستقيم ( )∆.   

) تنتمي إلى المستقيم Cقطة بين أن الن/ 3  )∆.   

)بين أن الشعاع / 4  )2;0; 1u −
r

) هو احد أشعة توجيه المستقيم  )∆.  

)استنتج أن التمثيل الوسيطي للمستقيم / 5  ):جملة  هو ال∆( )
2 1

3 ;
3

x k
y k

z k

= +
 = ∈
 = − +

¡  

) نقطة من المستقيم Mلتكن / 6  )∆ 
أ-اوجد قيمةk حتى يكون الشعاعان AM

uuuur
 و  2;0; 1u 

r
   متعامدان 

تج المسافة بين النقطة استن-  ب 1;2;2A و المستقيم ( )∆   

) من Mعبر عن المسافة بين نقطة كيفية -أ/  7     A و النقطة ∆(
   في هذه الحالة ، فسر النتيجة  AMثم احسب . أصغريا AM حتى يكون k عين قيمة -     ب
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14)أسئلة متعددة الاختيارات(  

)في معلم متعامد و متجانس  ; ; ; )O i j k
r ur urن، ف. من الفضاءي كل حالة مما يلي، النتيجة أو النتائج  عي

  .الصحيحة مع التبرير
;2;1)المستقيم الذي يشمل / 1 4)A ) و − 3;4;1)B   :  والمستقيم الذي تمثيله الوسيطي معرف بـ−

                             ( )t ∈¡     

11 4
8 2

11 5

x t
y t
z t

= − −
 = +
 = +

  

     W     متقاطعان W    متوازيان تماما W      متطابقان W ليسا من مستوي واحد   
2:المعرف بالمعادلة ) P(ليكن المستوي / 2  3 4 0x y z+ − + ) والمستقيم = )dالمعرف بـ:  

                                 ( )t ∈¡         
8

x t
y t

z t

=
 =
 = +

  

           W) P ( و( )d      متقاطعان W) P ( و( )d    متوازيان تماما   
           W ( )d محتواه في )P       (Wلآ احد من هذه الإمكانيات صحيحة    

)المسافة بين النقطة / 3 )1;2; 4A 2:  والمستوي المعرف بالمعادلة − 3 4 0x y z+ − + =  

              W8 14
7

       W 16      W8 14      W 8
7

       

)لتكن النقطة / 4  )3;4;1B ) وسطح الكرة − )S 2: المعرف بالمعادلة 2 2 16x y z+ + =   
         W B داخل ( )S      W B خارج ( )S    WB نقطة من ( )S    Wلا نعرف   

15متعامد و متجانس في معلم ( ; ; ; )O i j k
r ur ur

):تعطى النقط  .  من الفضاء )2;4;1A  

 ( )0;4; 3B − ، ( )3;1; 3C − ، ( )1;0; 2D − ، ( )3;2; 1E − ، 
3 9;4;
5 5

I  − 
 

  

   : صحة أو خطأ الجمل التالية – مع التعليل –بين            
)المستقيمان ) 1     )AB و ( )CDمتعامدان   

)معادلة ديكارتية للمستوي ) 2 )ABC 2: هي 2 11 0x y z+ − − =   

) على المستوي D المسقط العمودي للنقطة Eالنقطة ) 3 )ABC  

)المستقيم )4  )CD ممثل وسيطيا بالجملة :( )
1 2
1

1

x t
y t t
z t

= − +
 = − + ∈
 = −

¡ 

) تنتمي للمستقيم Iالنقطة )  5     )AB.  
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16ABCDEFموشور قائم قاعدته المثلث ABC القائم في A و المتساوي الساقين 
   حيث r مربعان متقايسان طول ضلع كل منهما ACFD  و ABEDوجهاه 

  ( )r ∗
  )انظر الشكل  . ( ¡∋+

] إلى منتصف Iيرمز ) 1   ]ADو  J إلى مركز ثقل الرباعي BCFE.     

) مرجح الجملة G بين أن  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ };2 , ;1 , ;1 , ;2 , ;1 , ;1A B C D E F  

]  هو منتصف  ]IJ .   

)ينسب الفضاء إلى المعلم المتعامد والمتجانس ) 2   ); , ,A AB AC AD
uuuur uuur uuur

 .  

    A ، B ، C ، D ، E ، Fالنقط  عين إحداثيات -  
                               :                         من الفضاء التي تحقق Mعين مجموعة النقط  -  

                    2 2 2 2 2 2 22 2 10MA MB MC MD ME MF r+ + + + + =  

17   في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

 A( 3; 0 ; 6  تعطى النقطتين . من الفضاء
)                                                                         

 المعرفين )Q(و ) P ( نعتبر المستويينI  وAالمستقيم الذي يشمل النقطتين ) D(وليكن   I( 0; 0 ; 6 )و 

)  :بالمعادلتين التاليتين  ) 062: =−+ zyP و  ( ) 0122: =+− zyQ  
   متعامدان )Q(و ) P (المستويينبين أن  .1    
  ) D( هو المستقيم  )Q(و ) P(أن تقاطع المستويين بين .2    

) يقطعان ، على الترتيب ،المحور  )Q(و ) P(بين أن المستويين .3  )jO; في النقطتين   B   و C                                  

    : ناظمي له هي AC والشعاع Bيشمل النقطة ) T(اثبت أن معادلة للمستوي . 4

                                   01224 =−++ zyx  
يتقاطعان في ) T(والمستوي ) OA(برهن أن المستقيم ) .OA(أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم . 5

  . يطلب تعيين إحداثياتها  Hنقطة
                                                                                                        . ؟ علل جوابكABC بالنسبة للمثلث Hماذا تمثل النقطة .6
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18  في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

  :ذو المعادلة ) P(نعتبر المستوي . من الفضاء
     0422 =+−+ zyx و النقط  : A( 3; 2 ; 6 )   ، B(1; 2 ; 4)  ،  C( 4; -2 ; 5 )  
  .) P( بين أن هذا المستوي هو المستوي -ب.تعين مستويا    C وA    ،Bبين أن النقــط ) أ.1     
   قائم ABCبين أن المثلث ) أ. 2     

  ∆للمستقيم ، أعط تمثيلا وسيطيا ) P( ويعامد المستوي O مستقيم يشمل ∆)         ب
  OKاحسب ) . P( على O المسقط العمودي للنقطة K)          جـ 

  OABCاحسب حجم الرباعي )   د       
                                        =S   (C;1),(B;1),(A;1 ),(O;3):         نعتبر الجملة المثقلة . 3    

  بين أن هذه الجملة تقبل مرجحا)       أ
  ) .OI( تنتمي إلى المستقيم  Gبين أن  . ABC إلى مركز ثقل المثلث Iنرمز بـ )  ب    

  )P( والمستوي Gعين المسافة بين )       جـ

53: من الفضاء التي تحقق Mمجموعة ) E(عين ) أ.  4  =+++ MCMBMAMO   

          ) .  E(و) P(ما هي مجموعة النقط المشتركة بين )      ب

19  نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

  :    النقط

  ( ) ( ) ( ) ( )2;1; 1 , 1;2;4 , 0; 2;3 , 1;1; 2A B C D− − − ) و المستوي − )P  
2:   الذي معادلته 1 0x y z− + + =   

   .  ام خاطئة مبررا ذلكفي كل اقتراح مما يلي أذكر إن كانت الجملة صحيحة  -  
)المستقيم ) 2ي    ،    تعين مستوC و A ، Bالنقط ) 1  )AC محتوى في المستوي ( )P     

)معادلة ديكارتية للمستوي ) 3  )ABD 8:  هي 11 0x y z+ − − =  

)المستقيم ) 4  )AC التالية  له تمثيل وسيطي الجملة:( )
2

2 3
3 4

x k
y k k
z k

=
 = + ∈
 = −

¡  

)المستقيمان ) 5  )AB و ( )CD  ،  قطة بعد الن) 6 متعامدانC عن المستوي ( )P 4 يساوي 6   

 ونصف قطرها Dسطح الكرة التي مركزها ) 7  
6

3
) مماسة للمستوي  )P   

 النقطة )8  
4 2 5; ;
3 3 3

E  − 
 

) على المستوي  C المسقط العمودي للنقطة  )P            

20  الفضاء مزود بمعلم متعامد ومتجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

.   

والمستوي . شعاع ناظمي لهn−)2;1;5( وB( 1; -2 ; 1 )الذي يشمل النقطة ) P(نعتبر المستوي  .1
)R ( 072:المعرف بالمعادلة الديكارتية =−+ yx.  
    .متعامدان) R(و) P( بين أن المستويين -      أ
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  C( -1; 4 ; -1 )   الذي يشمل النقطة) ∆(هو المستقيم ) R(و) P(  برهن أن تقاطع المستويين -       ب
)2;1;1(.    وشعاع توجيه له   −u   

 Aثم بعد النقطة ) P( عن المستوي  Aاحسب بعد النقطة  . A( 5; -2 ; -1 )لتكن النقطة )       جـ
  ) . R(عن المستوي           
  ).∆( عن المستقيم Aعين بعد النقطة )       د

)21;3;( ، نعتبر النقطة tمن أجل كل عدد حقيقي ) أ. 2    tttMt −+.   
  .R في R من ϕونعرف الدالة  .tϕ)(ونرمز لهذا الطول بـ  .tAM الطول t عين بدلالة -     

  . واستنتج القيمة الحدية الصغرى لها ϕادرس إتجاه تغير الدالة )      ب
  .فسر هندسيا هذه القيمة الحدية الصغرى)      جـ

21  الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

)النقط  نعتبر  )1;1;0A  ،  

( )1;2;1B   و( )3; 1 ;2C −  
الديكارتية  المعادلة  أن   ليست على استقامية ثم بينC  و A ، Bتحقق أن النقط  -1

)للمستوي )ABC 2:   هي 3 0x y z+ − − =  
)نعتبر المستويين  -2 )Pو ( )R المعرفيين على الترتيب  بالمعادلتين : 
 2 4 0x y z+ − − 2  و = 3 2 5 0x y z+ − − =   

):هو   تمثيله الوسيطي)D(قيم  بين أن المستويين يتقاطعان وفق مست-     )
2
3

x t
y t
z t

= − +
 = ∈
 =

¡  

)ادرس تقاطع المستويات  -3 )P، ( )R و ( )ABC   
   .)D( عن المستقيم A عين بعد النقطة -

22سوب إلى معلم متعامد ومتجانس الفضاء من( ; ; ; )O i j k
r ur ur

   النقط نعتبر  

( )1;2;3A، ( )0;1;4B ، ( )1; 3;2C − − ، ( )4; 2;5D ) و الشعاع − )2; ;n a b
ur

.   
  .ليست على استقامة واحدةC    وA ، Bأثبت أن النقط ) أ.  1   
n  حتى يكونb وaاوجد العددين )  ب      

ur
) شعاع ناظمي للمستوي  )ABC .  

)استنتج معادلة ديكارتية للمستوي )  ج      )ABC   

  2 .( ):  مستقيم معرف بالتمثيل الوسيطي ∆( )
2 2

1
4

x t
y t t
z t

= −
 = − + ∈
 = −

¡ 

) تنتمي للمستقيم Dبرهن أن النقطة  - ) و أن هذا المستقيم عمودي على المستوي ∆( )ABC.  
) على المستوي D المسقط العمودي للنقطة Eلتكن النقطة . 3 )ABC   

ABC.  مركز ثقل المثلث Eبرهن أن النقطة -       
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23 في معلم متعامد و متجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

  :تعطى النقط .  من الفضاء
                A( 1; 2 ;-2 ) ،B( 1; -1 ; 1 ) ،  C( 2; 1 ; -2 )  

  ) .ABC(تعين مستويا ثم اكتب معادلة ديكارتية للمستوي  C وA    ،Bبين أن النقــط . 1  

3 ونصف قطرها Ω)1,1,1( الكرة التي مركزها سطح) S(لتكن .2   
2

=R.  

  )S(و) ABC( نقطة تماس Hثم حدد إحداثيات ) S(مماس لسطح الكرة ) ABC( بين أن المستوي -   أ

),,( لتكن -   ب cbaM نقطة من المستوي )ABC. ( ن أن3:بي
1222 ≥++ cba  

24 الفضاء مزود بمعلم متعامد ومتجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

.   
   x-y+3z=0: الذي معادلته ) P( والمستوي  A( 1; -1 ; 3 )       النقطة 

):    تحقق من أن ) أ.1   )Rt ∈    








=
−=

=

tz
ty

tx

3
  ) .OA(  تمثيل وسيطي للمستقيم 

  Aالعمودي على المستقيم في النقطة ) Q(حدد معادلة ديكارتية للمستوي )     ب
  ) .Q(يوازي المستوي ) P(تحقق من أن )     ج

     Γوفق الدائرة ) P( والتي يقطعها المستوي Aفي ) Q(المماسة للمستوي  ) S(نعتبر سطح الكرة . 2  
  .33 ونصف قطرها O     التي مركزها 

   b=-aو  c=3a:ثم استنتج أن ) OA(ينتمي إلى  ) S( مركز سطح الكرة Ω(a;b;c)بين أن )     أ
   a-b+3c=-11:  ثم استنتج أن  ΩO2 ΩA2 - =33:   بين أن )    ب
.112وبين أن نصف قطرها يساوي  ) S( مركز سطح الكرة Ωاستنتج إحداثيات )    ج 

25 لفضاء مزود بمعلم متعامد ومتجانس ا( ; ; ; )O i j k
r ur ur

  :تعطى النقط  . . 

  2; 1;0A  ،  0;3; 4B  ،  4;1;1D ، 10;3;
2

S
    

   

  . متوازي أضلاعABCDن  حتى يكوCعين إحداثيات النقطة / 1 
AB.احسب الجداء السلمي / 2  AD

uuur uuur
   ABCDاستنتج طبيعة الرباعي  . 

اوجد تمثيلا وسيطيا للمستوي  ) أ/ 3  ABD    
  .استنتج معادلة ديكارتيه له)     ب

 تمثيلا وسيطيا للمستقيم اوجد) أ/ 4  الذي يشملS ويعامد المستوي  ABD  
 تقاطع المستقيم Iاوجد إحداثيات النقطة )    ب  و المستوي  ABD   
 نقطة من القطعة Iبرهن أن )    ج BD وحدد موقعها بالنسبة للنقطتين Bو D  

  ABCDSاحسب حجم الهرم / 5
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26  متعامد  الفضاء منسوب الى معلم

)ومتجانس  ); ; ;O i j k
r ur ur

 ، A( 3 ; -2 ; 2 )نعتبر النقط .

B( 6 ; 1 ; 5 )   ، C( 6 ; -2 ; - 1 )  

I (1 ( بين أن المثلثABC قائم .  
  :المستوي الذي معادلته  ) P( ليكن ) 2    
     3 0x y z+ + −   عمودي    ) P( ن أن بي   .=
   . Aو يمر من النقطة  ) AB(   على المستقيم     

   .Aو الذي يشمل  )  AC( المستوي العمودي على المستقيم  ) 'P( ليكن ) 3   
   )'P(  أكتب معادلة ديكارتية لـ -   
   ) .'P(  و  ) P( مستقيم تقاطع  ) d( عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم ) 4  
II ( 1 ( لتكنD النقطة ذات الاحداثيات ( )0;4;    ) AD( ، بين أن المستقيم −1

   )ABC ( المستوي    عمودي على 
  ABDCأحسب حجم رباعي الوجوه ) 2     

µBبين أن قيس الزاوية ) 3      DA هو 
4
πيان راد  

     )BDC(  عن المستوي Aاستنتج بعد النقطة )    بBDCأحسب مساحة المثلث ) أ)  4     

27 نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس( ; ; ; )O i j k
r ur ur

:    النقط 
 ( )0;0;2A ، ( )0;4;0B ، ( )2;0;0C و نسمي I  منتصف القطعة[ ]BC و G مركز المسافات 

) على المستوي O المسقط العمودي للنقطة H و النقطة C و A ، Bالمتساوية للنقط  )ABC.   
   . مبرهنا عن اختيارك في كل اقتراح مما يلي أذكر إن كانت الجملة صحيحة ام خاطئة  -
.  من الفضاء التي تحققMمجموعة النقط ) 1° 0AM BC =

uuuur uuur
) هي المستوي  )AIO.  

MB من الفضاء التي تحقق Mمجموعة النقط ) 2° MC MB MC+ = −
uuuur uuuur uuuur uuuur

 هي سطح الكرة التي 

]قطرها  ]BC.   
  . وحدة حجوم 4 يساوي OABCحجم رباعي الوجوه ) 3°

4° (2 2 4x y z+ + ) معادلة ديكارتية للمستوي= )ABCوإحداثيات النقطة H 8 هي 4 8; ;
9 9 9

 
 
 

  

)المستقيم) 5°  )AG يقبل التمثيل الوسيطي :( )2
2 2

x t
y t t

z t

=
 = ∈
 = −

¡ 
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28 ABCD رباعي وجوه بحيث المثلثات ABC ، ABD و ACD قائمة في A 
AB:حيث ومتساوية الساقين ب AC AD a= =    .BCD مركز ثقل المثلث 1Aنسمي  . =

)برهن أن المستقيم ) 1   )1AA يعامد المستوي ( )BCD.   )  1يمكنك حساب.AA CD
uuur uuur

AA.1 و  BC
uuur uuur

 (    
] ، احسب طول القطعة ABCDعبر بطريقتين مختلفتين عن حجم رباعي الوجوه ) 2   ]1AA.   
] منتصف I و ABCD مركز المسافات المتساوية لرباعي الوجوه Gنسمي النقطة ) 3   ]BC.   

] تنتمي للقطعة Gبرهن أن النقطة )          أ ]1AA و احسب الطول AG.   
  : من الفضاء بحيث يكون Mعين مجموعة النقط )        ب

                2MA MB MC MD MB MC+ + + = +
uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur

     

   G بالنسبة للنقطة A نظيرة النقطة Hالنقطة ) 4  
.4:برهن أن )      أ .GA AC AD BA+ + =

uuur uuur uuur uuur
  

2: برهن المساواة )    ب 2 . .HC HD DC BA− =
uuuur uuur

HC ثم استنتج أن  HD=  

29نعتبر رباعي الوجوه OABC حيث OAB ،OAC و OBC مثلثاث قائمة في Oو  
OC=OB=OA=1 ،]CI [ إرتفاع في المثلثABC، ]OH [ إرتفاع في المثلثOIC.   

  .AB؟ أحسب الطول ABCطبيعة المثلث   ما-1    
  .ABC ملتقى الارتفعات في المثلث Hمتعامدان و أن ) AB(و)OH(أثبت أن المستقيمان  -2    
 .H، عين  )OCالوحدة هي طول  (CIو OI بعد حساب الأطوال OCI أرسم المثلث -3    
 .OCI في المثلث OHعين الطول ). أ. 4   

   .ABC مساحة S ثم OABC حجم رباعي الوجوه Vأحسب ).       ب
  ).أ-4 ثم تحقق من النتيجة OHوV،Sأوجد علاقة بين )       ج

OD المعرفة بالعلاقة Dنعتبر النقطة .5    HO=
uuur uuuur

)  ثم ننسب الفضاء إلى المعلم  ); ; ;O OA OB OC
uuur uuur uuur

  

1 هي Hبين أن إحداثيات النقطة ).    أ 1 1; ;
3 3 3

 
 
 

  . منتظمABCDبين أن رباعي الوجوه ).  ب. 

     ABCD مركز سطح الكرة الداخلية للرباعي Ωلتكن).    ج
.وأحسب إحداثياتها) OH( نقطة من المستقيم Ωبين أن         
                        

 الهندسة، الكيمياء، الفيزياء المستعملة في الاشتقاقات كمالا هو تلك الجمال الرياضياتيإن ما يزيد 
 الأساسية والتي اكتشفت بالملاحظة القوانين الفيزيائيةإن . والعديد من المجالات العلمية الأخرى

 في توسيع قوانين نيوتنيبدو هذا جليا في أعمال . ون تنقيح رياضيلتنمو بدوالتجربة ما كانت 
 في تجميع ماكسويل كما أن أعمال. الديناميكا الحرارية، وقوانين والحركة بالاتزان ممثلة الميكانيكا
فتح  الكهرومغنطيسية بشكل مطلق الموجة سرعة شاهدا بارزا على اشتقاق الكهرومغنطيسيةمعادلات 

     حلل و ناقش ؟ .آينشتين نسبية في آفاقًا جديدة واستنتاجات رياضية بحتة
  :يمكنك تحميل المطبوعة من المنتديات التالية          

http://mathlycee.ahlamontada.com/  أو /http://amarmathlycee.ahlamontada.com/  
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