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0

0

( ) ( )
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x x

f x f x
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 �����l ������ ������ ����� ���� f � 0x  ����
 0'( )f x l= .  

(b 	
�� f 	��� ��� ������� ����� 0x 	�� ���  �
 ���  : 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
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x x+→

− = ∈
−

 ����
 '
0( )df x l= .  

(c 	
�� f "��� ��� ������� ����� 0x 	�� ���  �
 ���  : 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
l IR

x x−→

− = ∈
−

 ����
 '
0( )gf x l= .  

(d   	
�� f     � ������� ����� 0x         �#�� ������� ����� $��� ���  �
 ��� 
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 "��� ��� 
0x 
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0 0( ) ( )d gf x f x= .  

(e (∗ )  f    � ��%�� 0x  (   ⇒   ) f     � ������� ����� 0x  (   

(∗ ) f � ������� ����� "�& 0x ( ⇒  ) f � ��%�� "�& 0x  (  

(2   ������� �������: 

(a    $��� ��� f     � ������� ����� 0x   	' fC     �#���� (��� ( )T   �#�� 

  � ����0 0( , ( ))M x f x                )#*
��� )#���� 0'( )f x        )#������      

0 0 0( ) : '( )( ) ( )T y f x x x f x= − + 	
��##�
 fC �##+, �##�� 

 ������� (���-� : 

(b    $��� ��� f      	��� ��� ������� ����� 0x   	' fC    .��� /%� (��� 

1( )T    � ���� ��� 0 0( , ( ))M x f x    )*
��� )����� '
0( )df x    )#������  

'
1 0 0 0( ) : ( )( ) ( )dT y f x x x f x= − + 	
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 fC �##+, �##�� 

 	������� 	������: 

 (c "����� ��� ������� ������� ��0��� �*��� ����� . 

��� !   (∗       $��� ��� f 	�� ��� ������� �����0x� ��� 
 "��0x 
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0 0( ) ( )d gf x f x≠   	' f      � ������� ����� "�& 0x   	�� fC  1 
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 (���-� �+,: 
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  a 	� ��"� �* 0x 	' ( )u a ( ��"�� ���� ( )f a 
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�2� (�*� ��� ������� �����I    ���� ����� $��� ���   � ���

 	� � �� (�I  

(b    	� (
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(c$��� ��� f��� ������� �����I������ 	' ' : '( )f x f x→ ������ ���� 
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���0�� ������� ���� ������ �f #� �7� 4�"�
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e( �������*� ������ +��� �'�(!�� ������ . 
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2
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f f g g f

g g
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( ) ' 1 (2x =                       
2
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( ) ' (11

f

f f
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( ( )) ' '( ) (12f ax b af ax b+ = + 
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2

1 1
( ) ' (5
x x
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(sin( )) ' cos( ) (14ax b a ax b+ = + 

1
( ) ' (6

2
x

x
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( ) ' ' ' (7f g f g+ = +        

(cos( )) ' sin( ) (16ax b a ax b+ = − +  
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( )T � ���� ��� 0 0( , ( ))M x f x (�%�-� "
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(5  ���� 0��1�  
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                     (II ����� �����!�� ��3!���  
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 T  "��� ��8 ��+� 

  "
� ����f  

(b 	�� ��� T ������ �"
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(b cos( 2 ) cos (x k xπ+ = ∗  cos( ) cos (x xπ+ = − ∗ 
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(a ( ) cos( )f x ax b= + 
, ( ) sin( )f x ax b= +   2
T

a

π= 

(b 2( ) cos ( )f x ax b= + 
,2( ) sin ( )f x ax b= +   T
a

π=  
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            (I            �����  
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 ��
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  I+�9�� �f����(II2)  

(7  �) 7�� .(� :AB CD=  g�= ����M '; $X�� A � B  b? 

C � D9�� [(+�� �)  ����e�  I+�(II4).  

(8  M�V .(�( , )AB CD
���� ����

  g�= ����M '; $X�� A � Bb?  

  C � D ����e�  I+�9�� [(+�� �) (II5) .  

(9   �) 7�� .(�( , ) ( ' ', ' ') 2AB CD A B C D π≡
���� ���� ������ ������

 '; $X�� 

  g�= ����MA � B� C � D b? 'A � 'B� 'C � 'D �)  

 ����e�  I+�9�� [(+��(II6) .  

(10  �) 7�� .(�( ) ( )AB CD⊥ ������ ����M '; $X�� 
2

π
∓  g�= 

A � B  b? C � D ����e�  I+�9�� [(+�� �) (II5) .  

(11  g�= ����M '; $X�� .(�A b? B ��9�� $01� '; $X�� 

 78�9��( )OAB  �5�;�8 ��(5 AB �� ��� ��(�� �	
�� �����O 

 �������( , )OA OB
���� ����

.  

(12 (a  ��
 �>? ( )ABC �BG��8 ��G�#� ����� ��� 78�9�� ��9�� 
3

π
 

 NOPQ� ��9�� ��@4. 

(b  '(��( , )
3

r r O
π= ∓ ��
 �>?  ( ) 'r A A= �@4 ( ')OAA 

 NOPQ� ��9�� . 

(c  �) 7�� .(�( )IJK �	
�� ����M '; $X�� NOP) ��9�� I 

 g�=�J b? K O1� . 

(13  �) 7�� .(�A � B� C �) ��I���9� !�#� ��� �h) 7�� ��I���9� 

  I+�9�� ��I���9� �����(II7d) �) 7�� �)   : 

                           ( , ) 2AB AC o ou π π≡
���� ����

 

 
 
 
 

(14 �
 �>? H�( ) ( )M E F∈ ∩ �@4 ( ) ( ) ( )r M r E r F∈ ∩  

(15  '(��( , )r r α= Ω .   ���\ ��M�) �>?( )r M '� i�) ��X�� 

E��+5M : 

 (a  H��
 �>? M��9�� �101� ��(5 S� 78�9�� O ����� 'M 

  I+�9�(II2) �) 7��� ( ) 'r M M= .   

(b  H��
 �>?M Sj� �Ik� DC�� �) �+�8 E,�#� ( ) 'r M M= 

  I+�9��(II7a ou b)  

(cH��
 �>?  AM k AB=
����� ����

Sj� ( ) 'r M M=I+�9��   (II.7c)  

(d  H��
 �>?M AB∈ Sj� �� �d�l ��\� ( ) 'r M M= �) 7��� 

'M ���� S� m�n�� [R� ��\ N  �) o�#�9��( )r M N= .  

(e  H��
 �>?( ) ( )M E F∈ ∩   I+�9� (III.14).  

(15  �) 7�� �) ��M�) �>?J �+���� E,�#� ' 'A B �) 7�� ( )r I J= 

�I E,�#� AB .     I+�9��(II.7b)  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ����ــــ��ــــ� ا���ـــــء   

              (I ����   3V  ا� س �� ا���ء ا�

(1 ���� u
�

v و 
�

w و 
���


ت  �� 3  �����3V و  Aو BوC و D 

4 ���� ���AB u=
���� �

AC و   v=
����� �

AD  و w=
����� ���

 .   

���uل إن ا�����
ت 
�

v و 
�

w و 
���

 ���� ا��
 A   �#��ا"�! إذا و �� إذا آ

 .  �#��ا"�! D و CوBو

���uل إن ا�����
ت 
�

v و 
�

w و 
���

 ���� ا��
 A  %�$ �#��ا"�! إذا و �� إذا آ

 . %�$�#��ا"�! D و CوBو

(2 ���� i
�

j و 
��

k و 
��


ت %�$ �#��ا"�!  �� 3  �����3V.  

 ت��0 �/$ی�! وح�,ة *() '�&  3V آ& ����! �� ∗)

u x i y j z k= + +
� � �� ��

  

) ���ل إن ا��3(�ث ∗) , , )B i j k=
� �� ��

  . 3V أس
س  7 ا�56
ء 

(∗ ��
uإذا آ x i y j z k= + +
� � �� ��

)   ;ن ا��3(�ث  , , )x y z (�#ی 

3�u(�ث إح,اث�
ت ا�����! 
�

�#<! �=س
س �
� ( , , )B i j k=
� �� ��

 و���0  

:( , , )u x y z
���

  أو 
x

u y

z

 
 
 
 
 

�

.      

(3 ����  ( , , )B i j k=
� �� ��

  .3V أس
س  7 ا�56
ء 

(a �����ا��� $>�?� : ( , , )u x y z
�

:  و  ( ', ', ')v x y z
�

 .   

 
�:�,ی ( ', ', ')u v x x y y z z+ + + +
� �

:  و  ( , , )u x y zα α α α
�

 

(b �����ا��� $>�?� : ( , , )u x y z
�

:  و  ( ', ', ')v x y z
�

.   

��u أج& دراس! اس��
��! ا�������� 
�

v و 
�

 ���م ��#
ب ا���,دات ا�C3ث!  

uا��#�F$ج! �� ج,ول إح,اث�
ت 
�

v و 
�

 :  وه7 

'

'

x x

y y
 و 

'

'

x x

z z
 و 

'

'

y y

z z
 .  

� هIJ ا���,دات ا�C3ث! ��?,�!  ;ن ∗)�
u إذا آ
�

v و 
�

 ��������#� . 

(∗��
uات %�$ ��?,�!  ;ن إح,ى هIJ ا���,د  إذا آ
�

v و 
�

 ��������#�$�% . 

(c ت
: �?�<$ ا����� ( , , )u x y z
�

:  و  ( ', ', ')v x y z
�

   و 

: ( ", ", ")w x y z
���

.   

u �#�7 ��,دت ا�����
ت ∗)
�

v و 
�

w و 
���

  L�$�
� M� L�$� يJا�?,د ا� 

det( , , )u v w
� � ���

 :  وا��?$ف ��
 ی(7 

' "

det( , , ) ' "

' "

' " ' " ' "

' " ' " ' "

x x x

u v w y y y

z z z

y y x x x x
x y z

z z z z y y

=

= − +

� � ���

   

u ت��ن ∗)
�

v و 
�

w و 
���

)det   �#��ا"�! إذا و �� إذا آ
ن  , , ) 0u v w =
� � ���

 

 �#ح!�  

(a ت��ن u
�

v و 
�

v  �#�������� إذا و �� إذا آ
ن  uα=
� �

u أو  vα=
� �

   

(b ��
u إذا آ
�

v و 
�

0u و %�$ �#�������� vα β+ =
� � �

0α  ;ن  β= =  

(c  ت��نu و v و w !�P,� 0ت�� 
� إح,اه�
   �#��ا"�! إذا و �� إذا آ

 C3� خ$ىRا :w u vα β= +
��� � �

 .  

(d ��
u إذا آ
�

v و 
�

wو 
���

0u %�$ �#��ا"�!  و  v wα β γ+ + =
� � ��� �

  ;ن 

0α β γ= = =  .   

           (IIء  ا�&%�ـــــــــ$ �� ا���ــــــــ

(1 7*
7�# �?(�
  7 ا�56
ء آ& ر�� ( , , , )O i j k
����� �� ��

 ��/! �� O ح�� 

iا�56
ء و 
�

j و 
��

k و 
��


ت %�$ �#��ا"�! ی?�7 أس
س 3  ����� . 

(2 ���� ( , , , )R O i j k
����� �� ��


  7 ا�56
ء �)?� . 

(a !/�� &�� M !��ء ا���
OM �� ا�56
�����

  ت��0 �/$ی�! وح�,ة *() '�& 

OM x i y j z k= + +
����� � �� ��

)ا��3(�ث  .  , , )x y z ی#�) �3(�ث 

!/���#<! ا��?(M  Sإح,اث�
ت ا��
� R 0و��� ( , , )M x y z أو  

x

yM
z

 
 
 
 
 

      

)          �#ح!� , , )M x y z OM x i y j z k⇔ = + +
����� � �� ��

 

(b���/��)  �?�<$ ا� , , )A x y z و  ( ', ', ')B x y z  

(∗  
�) �,ی ' , ' , ' )AB x x y y z z− − −
����

 

��TU ا��/?! I إذا آ
ن ∗)� [ ]ABن;   

                    
' ' '

( , , )
2 2 2

x x y y z z
I

+ + +
    

     (III ء  ا�&(�)'ـــــــــ$ �ـــــــ� ا���ــــــــ
  �%,ی* )1

 ���� A و !/�� u
�

u وا���جM �ـ Aا��#���S ا��
ر �� .  ����! 
�

  ه�


 ب �� L�$� 7ا�����*! ا��( , )D A u
�

  وا��?$ ! ب 

{ }( , ) /D A u M E AM uα= ∈ =
� ����� �

    ( )D              u
�

        

                                                                                    A         

AM �#ح!� 
�����

u و 
�

  ��������#�  ( , )M D A u∈ ⇔
�

   

2( $�(�  �&�0/ برا���,ي �&(
 S���#�)� را���$ي
)ت��3& � )D �� ر
0 ا�� 0 0( , , )A x y z Mوا���ج

  !�����
�( , , )u a b c
�

:   ه� 

0

0

0

( ) : ( )

x x at

D y y bt t IR

z z ct

= +
 = + ∈
 = +

  

3( $�(�ن �&(�ن دی2ر���د�%�  . 

 ����( )D �� ر
0 ا��#���S ا�� 0 0( , , )A x y zMبوا���ج   ( , , )u a b c
�

  

� اR*,اد
�إذا آ∗) a و b و c 
�?,�!  ;ن �?
د��� $�%  ( )D 
 :  ه�

                     0 0 0x x y y z z

a b c

− − −= =   

(∗ ���,?�C3�0a . إذا آ
ن *,د واح, ��?,م و*,دی� %�$ � ≠ ، 0b  و =

0c ≠  
)  ;ن �?
د�� )D 
:   ه�
0 0

0 0

x x z z

a c
y y

− − =

 − =

  



�?,��� و*,د واح, %�$ ��?,���  إذا آ
ن *,دی� ∗)�. C3�0a = ، 0b = 

0cو  ≠  
)  ;ن �?
د�� )D 
:   ه�
0

0

0

0

x x

y y

− =
 − =

 

4( 4�&�(�  . ا�وضع ا�5('�� �&(
Rوض
ع ا��#<�! ��#������ ی#��#� اس�?�
ل ت��3(��     �� أج& دراس! ا�#ح!�


را���$ی�� � . 
 �?�<$ ا��#������ 

 

0

0

0

( ) :

x x at

y y bt

z z ct

= +
∆ = +
 = +

 و 

1

1

1

' '

( ') : ' '

' '

x x a t

y y b t

z z c t

= +
∆ = +
 = +

 

  
�)�,ی 0  �
ر �� ∆( 0 0( , , )A x y z ب Mو��ج( , , )u a b c
�

  

)و  1  �
ر �� ∆(' 1 1( , , )B x y z ب Mو��ج( ', ', ')u a b c
�

   

 Z[
)�� أج& دراس! ت� ) و ∆( ')∆ !��
u ��� �,راس! اس��
�

v و 
�

  

(aإذا  ��
u آ
�

v و 
�

)  �#��������  ;ن  ) //( ')∆ )و��?$ ! ه&  . ∆  و ∆(

( ')∆ 

ن أم ���ازی
ن \/?�>/�)����^ ه& .  � ')A ∈   ؟ ∆

) إذا آ
ن   ∗)     ')A ∈ )  ;ن ∆ ) ( ')∆ = ∆ .  

) إذا آ
ن   ∗)     ')A ∉ )  ;ن ∆ ) و ∆( ')∆  
 . ���ازی
ن \/?

(b  ��
uإذا آ
�

v و 
�

) %�$ �#��������  ;ن   ) و ∆( 
ن أو %�$ ∆('?/���  

 !�`�
 ���م ��& ا�� :  �#��ا"��� ، و��?$ ! أي ح
�! �,ی

0 1

0 1

0 1

' '

( ) ' '

' '

x at x a t

S y bt y b t

z ct z c t

+ = +
 + = +
 + = +


د���� وا����^ ��& ا��`�! ا�����! ��  ?� 

 !3�
 . 7 ا�3
(i !�`�) إذا آ
ن �( )S ن;  Cح ( ) و ∆( 
ن و�(��Uل *() ∆('?[
��� 

)   7 ت�t  &�3إح,اث�
ت ��/! ا���
]Z �?�ض  )  7 ت�t  &�3' أو ∆( ')∆.  

(ii !�`�� ا��
) إذا آ )S ن;  Cت�<& ح P ( ) و ∆(  .   %�$ �#��ا"���∆('

    (IVــــــ� ا���ــــــ�ـــــــــ8ى � ــــء ا�&(
  �%,ی*)1

 ���� A و !/�� u
�

v  و 
�

u وا���جM �ـ A ا��
ر �� ا��#��ى. ���  ����
�

 

vو
�


 ب ه� ا�����*! ا��7  �� L�$�( , , )P A u v
� �

  وا��?$ ! ب 

{ }( , , ) /P A u v M E AM u vα β= ∈ = +
� � ����� � �

   

                                                                              
     

AM (�#ح!� 
�����

u و
�

v و
�

))  �#��ا"�! , , )M P A u v∈ ⇔
� �

   

  �&�0/ برا���,ي �&(�8ى )2
����( )P �� ر
0 ا��#��ى ا�� 0 0( , , )A x y z�����
� Mوا���ج ���  

( , , )u a b c
�

)  و  ', ', ')v a b c
�

)   ت��3& �
را���$ي �(�#��ى  )P ه�  : 

    

0

0

0

' '

( ) : ' ' ( , ' )

' '

x x at a t

P y y bt b t t t IR

z z ct c t

= + +
 = + + ∈
 = + +

  

د�� دی2ر��� �&(�8ى )3%�  . 
����( )P �� ر
0 ا��#��ى ا�� 0 0( , , )A x y z ��������
� Mوا���ج

( , , )u a b c
�

)  و  ', ', ')v a b c
�

.   


د�! دی�
رت�! �ـ �(��Uل?� ()* ( )P 7)ی 
� Z>��  : 

0

0

0

( , , ) ( ) det( , , ) 0

'

' 0

'

M x y z P AM u v

x x a a

y y b b

z z c c

∈ ⇔ =
−

⇔ − =
−

����� � �

 


د�! *() '�& ?� ()* &Uو�� $d��
���0Axم � By Cz D+ + + = 

)ح��   , , ) (0,0,0)A B C ≠.  

�8ی�4 )4)� 9:(� . 
 #� اس�?�
ل �?,���� دی�
رت���� �Cح`!    �� أج& دراس! ت�
]Z �#��ی��  ی#��

:     �?�<$ ا��#��ی�� 
( ) : 0

( ) : ' ' ' ' 0

P ax by cz d

Q a x b y c z d

+ + + =
+ + + =

 

 Z[
)�� أج& دراس! ت� )P و ( )Q�� � ب ا���,دات
 م ��#

' '

a b

a b
 و 

' '

a c

a c
 و 

' '

b c

b c
  

(a  ن;  !�,?�� هIJ ا���,دات ا�C3ث! ��
)  إذا آ ) //( )P Q.   

(b ن;  !�,?�� إح,ى هIJ ا���,دات %�$ ��
)  إذا آ )P و ( )Q ن
?[
 ی��

 S���#و ^ ا��( )DI
 :  ا�,ی�
رت��
ن ه�
  ا�Jي �?
د��

        
0

( ) :
' ' ' ' 0

ax by cz d
D

a x b y c z d

+ + + =
 + + + =

       

5(  $�(��8ى و�()� 9:(�  . 
   �� أج& دراس! ت�
]Z �#��ى و�#���S  ی#��#� اس�?�
ل �?
د�! �#ح!� 

 S���#�)� !>#��
�#<! �(�#��ى وت��3& �
را���$ي ��
 . دی�
رت�! �
)�?�<$ ا��#��ى  ): 0P x y zα β γ δ+ + + = S���#وا��  

0

0

0

( ) :

x x at

y y bt

z z ct

= +
∆ = +
 = +

   

 Z[
)�� أج& دراس! ت� )P و (   : �& ا��`�!  ���م �∆(

0

0

0

(1)

(2)

(3)

0 (4)

x x at

y y bt

z z ct

x y zα β γ δ

= +
 = +
 = +
 + + + =

  


د�! �� ا�,رج! z  7  (4) و yو xو��
ذا �?�ض ?� ()* &U�� (I) 

   . ��t���ل واح, 

(a  Cد�! ح
0t إذا آ
ن ��IJ ا��? t= ن;   ( )∆  Z/ی� ( )P 7   !/�� 

 )�?�� 
  . (3) و (2) و t  7  (1)یU�� e& *() إح,اث�
ت�

(b  ل�)ا�� �� M� !ی
��P
0) إذا آ
ن ��IJ ا��?
د�! �   ;ن =(0

( ) ( )P∆ ⊂ .  

(cCت�<& حP !د�
� هIJ ا��?�4)"  إذا آ 0)=  C3�   " ن; ( ) و∆( )P 

 
      . ���ازی
ن \/?
 �#ح!�  

(∗ ( , ) // '( , )D A u D B v
� �

 g 
u  ت�
�

v و
�

  ��������#�  

(∗ ( , ) // ( , , )D A u P B v w
� � ���

 g 
u  ت�
�

v و
�

w و 
���

  �#��ا"�! 

(∗ ( , , ) // '( , , )P A u v P B x y
� � �� ��

 g 
u ت�
�

x و
��

y و 
��

 �#��ا"�! 

vو
�

x و
��

y و 
��

 .  �#��ا"�! 


