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x exe e
f x x

e e

 
    


ومنه نستنتج أن   

إشارة    1f x x 

على المجال وعليه  1;   يكون f
C  فوق '.

على المجال  1;   يكون f
C  تحت '.

 f
C  و ' يتقاطعان في النقة ذات الإحداثيين 1 0;.

لدينا  
 2

2 2

x g xxe
f x x

e e


  

 
ومن إشارة   g x المعينة سابقا نستنتج أن

 f
C يقع  فوق   على المجال ;  ويقع تحت   على المجال ;  . f

Cو  يتقاطعان في النقة

ذات الإحداثيين  ; 

لدينا   xمن أجل كل عدد حقيقي -أ(4 
   

   

2 2 2 2 2 4 2 2

2

x x x x x

x x

e e x e xe e
f' x

e e

     
 

 
أي أن  

 
 

 
2

2

2x

g x
f' x

e



وعليه تكون إشارة  f' x  من إشارة g x.الدالة  منهوf  متزايدة تماما على المجال

 ;  ومتناقصة تماما على المجال ;  .

لدينا  -ب  2 0g e
     ومنه

2
e



   وعليه

 
2 2 2 2

22
2

f
e


 
 



 
  




 يكون

 fجدول  تغيرات الدالة  

5) 


 1

 0

 0

 f' x

x

 f x

 0 









1)    f x f m معناه
 

 

y f x

y f m

 




ومنه حلول المعادلة المعطاة هي فواصل نقط تقاطع    f
C  مع المستقيم m

d

و الذي معادلة له  الموازي لحامل محور التراتيب y f m .من جدول التغيرات ومن البيان نلاحظ أن

إذا كان  1m ;    فإن   0f m ;   عندها المستقيم ، m
d  يقطع f

C في نقطة واحدة وبالتالي

المعادلة    f x f m  تقبل حلا وحيدا في هذه الحالة. 

إذا كان  1m ;   فإن   0f m ;  والمعادلة ،   f x f m  تقبل حلين متمايزين. 

mإذا كان    فإن   f m f     والمعادلة   f x f m  تقبل حلا مضاعفا( d   مماس لـ f
C)

إذا كان  m ;   فإن   0f m ;   والمعادلة ،   f x f m تقبل حلين متمايزين.

( III 

n  ،0لنثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (0
n

U  

لدينا
0

0 0U      0ومنه الخاصية محققة من أجلn   0الخاصية ، نفرض الآن أن
n

U    من أجل محققة

، ونبرهن أن nكل عدد طبيعي 
1

0
n

U 


   . بما أن الدالةf   متزايدة تماما على المجال ;  0و
n

U  فإن

     0
n

f f U f    أي أن     1

2
0 0

3
n n

f U f U f  


       وبالتالي
1

0
n

U 


 

n  ،0إذن حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبيعي 
n

U  . 

2) 

من الشكل يظهر أن المتتالية  n
U متزايدة تماما.



)3من السؤال  (3 ( II      وجدنا أن 
 

2x

g x
f x x

e
 


وعليه  

 
 

1
2

n

n n n n

n

g U
U U f U U

U

   


  

ومن إشارة  g x  3المعينة من السؤال( ( I  0ولكون
n

U    نستنتج أن
1

0
n n

U U

   وعليه المتتالية

 n
U  متزايدة تماما، من جهة أخر ى المتتالية n

U  محدودة من الأعلى بالعدد  إذن فهي متقاربة. 

هي نهاية المتتالية  لتكن  n
U  لدينا ،

1n n
limU limU


   ومنه 

 
2

g

e
 


أي   0g   ومن

)2السؤال  ( I  نجد أن. 

 

المتتالية   n
U  متقاربة نحو. 
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 2102بكالوريا : تصحيح اختبار مادة الرياضيات شعبة رياضيات 

 الموضوع الثاني

التمرين الأول 

0)   2 24 2 3 4 0z z z     2معناه 4 0z    2أو 2 3 4 0z z  

2بالنسبة للمعادلة  4 0z    واضح أنها تقبل حلين  هما
2 1

2 2z i , z i   

2بالنسبة للمعادلة  2 3 4 0z z    لدينا ، نحسب المميز    
2 2

2 3 4 1 4 4 2i         ومنه   

4

2 3 2 2 3 2
3

2

i i
z i , z i

 
      ومنه 

2حلول المعادلة المعطاة هي  2i , i  3و 3i , i 

2لدينا  (2 3 2
B A A

z z , z i      2و 2 2
D C C

z z , z i    

2إذن 
A B C D

z z z z     2 ومنهOA OB OC OD      إذن النقط ،C, B, A  وD 

الدائرة نفس تنتمي إلى    التي مركزهاO  2ونصف قطرها.

نرسم الدائرة  Aلإنشاء النقطة   والمستقيم

1yالذي معادلة له    عندئذA  هي نقطة

 .التقاطع التي فاصلتها موجبة 

بالنسبة إلى حامل محور  Aهي نظيرة  Bالنقطة 

 .الفواصل 

إحداثياتهما على الترتيب   Dو  Cالنقطتان 

   0 2 0 2; , ;  .

لدينا -أ(3
3

3

2

3

3 2 3 3 1 3 2

3 2 3 3 1 3
2

i
i

A C

i
E C

z z i i i i e
e

z z i i i i
e






 
 
 

    
    

       

من السؤال السابق نجد -ب 3
i

A C E C
z z e z z

 
 
     وهذا يعني أن النقطةA  هي صورة النقطةE  بالدوران

وزاويته  Cالذي مركزه 
3


  ( عبارته 32 2

i

z ' i e z i

 
 
     أو

1 3
3

2

i
z ' z i

 
    
 

3من  -جـ
i

A C

E C

z z
e

z z

 
 
 





3نستنتج أن   1

i
A C

E C

z z
e

z z

 
 
 


 


و  



2

 3 2
3

i
A C

E C

z z
arg arg e

z z





 
 
 

 
   

 
ومنه  

A C E C
z z z z     أيCA CE  و

3
ECA


 

 .متقايس الأضلاع  AECومنه المثلث 

Rالتحويل -د H  هو تشابه مباشر مركزهO  وزاويته  2ونسبته
3


. 

صورة الدائرة    بالتحويلR H  هي الدئرة ' التي مركزهاO  ( مركز التشابه نقطة صامدة ) 4ونصف قطرها.

التمرين الثاني 

لدينا  (0   1 1 0 0 2 1AC ; ; , AB ; ;    نفرض أن الشعاعينAC , AB مرتبطين خطيا ، عندئذ يوجد

k   حيثAC k AB  أي

1 0

1 2

0

k

k

k

 

  

  

ACوهذا غير ممكن إذن   , AB غير مرتبطين خطيا .

Bيعني أن النقط وهذا ,A  وC  ليست في استقامية فهي إذن تعين مستويا 1
P  . الشعاعانAC , AB غير

مرتبطين خطيا فهما يشكلان أساسا للمستوي  1
P  وعليه لكل نقطة ، M x; y ; z  من 1

P يوجد

,حقيقيان عددان   حيثAM AB AC    أي

1 0

1 2

1 0

x

y

z

 

 

 

   


   
     

أي 

1

1 2

1

x

y

z



 



 


  
  

للمستوي  وهو تمثيل وسيطي  1
P.

2)      1 2
M x; y ; z P P  معناه

1

1 2

1

2 2 6 0

x

y

z

x y z



 



 


  


 
    

أي  

   

1

1 2

1

1 2 1 2 2 1 6 0

x

y

z



 



   

 


  


 

        

ومنه 

1

1 2

1

2 1

x

y

z



 



 

 


  


 
   

أي 

2

2

1

x

y ,

z







 


 
  

 

وهو تمثيل وسيطي للمستقيم    مستقيم تقاطع المستويين   1 2
P , P.

2لدينا  (3 0OA OB OC i j k i j i k           وهذا يعني أن النقطةO  هي مرجح

الجملة       1 1 1A; , B ; , C ; .

هي مرجح الجملة  Oالنقطة  بما أن-أ (4      1 1 1A; , B ; , C ;   فإنMA MB MC MO  

2وعليه    3MA MB MC     2تكافيء 3MO   2أي 3OM   ومنه S  سطحهي



3

2ونصف قطرها  Oمركزها  كرة  2معادلة له هي  ،3 2 2 12x y z  

 -ب     M x; y ; z S معناه

2 2 2

2

2

1

12

x

y
,

z

x y z






 





 
   

ومنه 

   
2 22

2

2

1

2 2 1 12

x

y

z





 

 



  

     

أي 

   
2 22

2

2

1

2 2 1 12

x

y

z





 

 



  

     

وبالتالي 

2

2

2

1

5 2 7 0

x

y

z





 

 





 
   

ومنه   2 2 2D ; و  ;
14 2

2
5 5

E ; ;
 
  
 

. 

متساوي الساقين  ODEالمثلث -جـ 2 3OD OE   لأنD  وE  نقطتان من S التي مركزها

O ، إذن محور القطعة DE  يشملO فإذا كانت ،F  منتصف القطعة DE  فإن المسافة بينO  و 

، لدينا OFهي المسافة 
2 4

2
5 5

F ; ;
 
 
 

ومنه   
2 2

22 4 24
2

5 5 5
OF

   
       

   
 

و  Oالمسافة بين   تساوي
24

5
 . 

 :التمرين الثالث 

لدينا -أ(0   1 0 0
6 9 6 2 9 7 16 2 7u u , u        أي 1

3 7u 

 2 1
6 9 6 3 9 7u u ,      أي 2

2 7u    3 2
6 9 6 2 9 7u u ,      أي 3

3 7u 

 4 3
6 9 6 3 9 7u u ,      أي 4

2 7u   . 

نلاحظ أن -ب 0
2 7u  ، 2

2 7u   ، 4
2 7u   نخمن أن 2

2 7
k

u . 

 1
3 7u   ، 3

3 7u   نخمن أن  ، 2 1
3 7

k
u


 ( . 3أي 2b ,a   المطلوبة في السؤال.) 

، لدينا   nمن أجل كل عدد طبيعي -أ(2 2 1
6 9 6 6 9 9 36 63

n n n n
u u u u

 
        ولكن 36 1 7 و

 63 0 7  ومنه 2
7

n n


 u

-ب 2
2 7

k
u ?  0من أجل الخاصية محققةk   لأنه لدينا 2 0 0

2 7u u

 ( 0السؤالمن)نفرض-ب ،

k ، الآن أنه من أجل كل عدد طبيعي  2
2 7

k
u   ونبين أن

   2 1
2 7

k
u




لدينا 
   2 2 22 1

7
k kk

u u u


   ومن فرض التراجع لدينا  -أ(2حسب السؤال 2
2 7

k
u   إذن

   2 1
2 7

k
u


  ;

k ، من أجل كل عدد طبيعي ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع  2
2 7

k
u . 



4

لدينا  2 1 2
6 9 6 2 9 7

k k
u u


      أي 2 1

3 7
k

u

.

لدينا -أ(3
1 1

9 9 54 9
6 9 6 6 6

5 5 5 5
n n n n n n

v u u u u v
 

 
          

 
ومنه   n

v متتالية هندسية

وحدها الأول . 6أساسها 
0 0

9 9 71
16

5 5 5
v u    . 

لدينا -ب
71

6
5

n

n
v    ومنه

71 9
6

5 5

n

n
u   ، 

 0 1 0 1

9 9 9 9
1

5 5 5 5
n n n

S v v v v v v n              ولكن

1 1
1

0 1 0

6 1 71 6 1 71 71
6

6 1 5 5 25 25

n n
n

n
v v v v

 
 

        


وعليه  

 1 171 71 9 71 9 26
6 1 6

25 25 5 25 5 5

n n

n
S n n

         . 

 التمرين الرابع

( I0) من أجل كل عدد حقيقيx  من المجال -1;3 لدينا 
   

2

2 1 2 1

1 1

x
g' x

x x x


  

  
وعليه الدالة  

g  متناقصة تماما على المجال
1

-1;-
2

 
 
 

3ومتزايدة تماما على المجال  
1

;
2

 
 
 

 .

لدينا  
     

1 1 0

2 1 1 2 1

1x x X

x ln x x X ln X X
lim g x lim lim

x
  
  

    
   


لأن 

0
0

x
lim x ln x




 

1
1 1 22 1 1 2 2

12 2
1

2

g ln ln


   
         
     

     ،   
3 3

3 2 3 1 4 2
3 1 4

g ln ln    


gجدول تغيرات 

لدينا (2   0 2 0
0

g ln 0+1 -
0+1

  إذن الصفر هو حل للمعادلة  0g x   وهو الحل الوحيد على المجال

3
1

;
2

 
 
  

مستمرة ورتيبة تماما على المجال  gومن جهة أخرى الدالة . رتيبة تماما على هذا  المجال   gلأن الدالة  

1
-1;-

2

 
 
 

وبالتالي على المجال   0 8 0 7. ; .   و     
0 8

0 8 2 0 2 2 0 2 4 0 78
0 2

.
g . ln . ln . .

.
     و

1

2
1 3

 g' x

x

 g x

3
4 2

4
ln 

 

1 2 2ln



0
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   
0 7

0 7 2 0 3 0 07
0 3

.
g . ln . .

.
     أي   0 8 0 7 0g . g .    وحسب مبرهنة القيم المتوسطة ، المعادلة

  0g x   تقبل حلا وحيدا  على المجال 0 8 0 7. ; . وبالتالي على المجال
1

-1;-
2

 
 
 

. 

المعادلة : الخلاصة   0g x   تقبل حلين هما الصفر والعدد  من المجال 0 8 0 7. ; . .

إشارة (3 g x

من المجال  xمن أجل كل عدد حقيقي  -أ(4 -1;3  لدينا     2h' x g' x g x.

إشارة -ب h' x

 hجدول تغيرات الدالة 

( II0) 

عدد حقيقي غير معدوم  hليكن  
     

 

2

0 0 1

1

h

f h f ln h h

h h ln h

  
 


ونعلم أن  

 
0

1
1

x

ln x
lim

x


 

ومنه 
   

 0

0 0
1

1h

f h f h
lim lim

h ln h 

 
 


قابلة للاشتقاق عند الصفر و  hوعليه الدالة   0 1h' ،

وتكون معادلة الماس  T  للمنحني f
C  عند الصفر هي 1 0 0y x     أيy x

من  xمن أجل كل عدد حقيقي -أ(2   1 0 0 3; ; لدينا

 
 

 

 

 

 

 

2

2 2 2

1 2 12 1
11

1 1 1

x
x ln xx ln x x xg xxxf ' x

ln x ln x ln x

 
     

   
            

 

متناقصة تماما على المجال   fومنه الدالة  1;  ومتزايدة تماما على المجال 3; .

1

  إشارة g x 00

3
0x

0
 

0

0

1

2


1

إشارة  g' x

 إشارة g x 00

3
0x



   

  0   إشارة h' x





1x

00  0   h' x

1

2


3
0

 21 4 2 4 2ln ln 

00

 2 9
16 2 6 2

16
ln ln 



h
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لدينا  -ب  0g    ومنه 2 1 0
1

ln





  


أي   
 

1
2 1

ln





 


 

ولدينا  
 

 

 
2 2

2 1
1

2 1

f
ln

 
  





   




 

لدينا 
0 8 0 7

0 2 1 0 3

. .

. .





   


  
ومنه 

1 4 2 1 6

0 2 1 0 3

. .

. .





  


  
وبالتالي  0 28 2 1 0 48. .      إذن

 0 48 2 1 0 28.        وأخيرا نجد أن 0 48 0 28. f .   . 

-جـ 
 

23 9
3

3 1 2 2
f

ln ln
 


  ، بما أن   

1 0

1
x X

lim ln x lim ln X
 

 

   

 
فإن  

1

0
x

lim f x




 . 

 

 fجدول تغيرات الدالة 

 

 

 

 

 

نعرف على -أ(3 1 3; الدالةk  بــ   1k x x ln x    عندئذ ، 
1

1
1 1

x
k' x

x x
  

 
 kالدالة  

متناقصة تماما على المجال  1 0;  ومتزايدة تماما على 0 ومنه  ;3 0 0k   قيمة حدية صغرى للدالةk  على 1 3; 

من المجال  xمن أجل كل : وبالتالي  1 3;  ،  0k x   أي 1 0x ln x   . 

لدينا -ب 
 

  
 

2 1

1

x x ln xx
f x x x

ln x ln x

 
   

 
وجدنا أن   1 0x ln x    ولكونx  و

 1ln x   من نفس الإشارة ينتج أن  0f x x   المنحني  أي أن f
C  يقع فوق المماس T

. 

4)  T يوازي  ' T  معناه معامل توجيه T ومنه معادلة لـ ،  1يساوي  ' T yهي  ' x d   معd   ، 

 T يتقاطع مع  ' f
C  معناه النقطة ذات الإحداثيين  3في النقطة ذات الفاصلة

9
3

2 2
;

ln

 
 
 

تنتمي إلى   T أي  '

9
3

2 2
d

ln
   ومنه

9
3

2 2
d

ln
   أي أن

9
3

2 2
y x

ln
    هي معادلة لـ T '. 

5) 

 

 

1 3

 f' x

x

 f x

9

2 2ln

 
 

 f 

0

0
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حلول المعادلة (6 f x x m   هي فواصل نقط تقاطع f

C  مع المستقيم الذي معادلتهy x m ، 

إذا كان  
9

0 3
2 2

m ; ;
ln

 
    

 
فإن المعادلة   f x x m  لا تقبل حلا. 

0mإذا كان    فإن المعادلة f x x m  تقبل حلا مضاعفا. 

 إذا كان 0 1m ;  فإن المعادلة f x x m   تقبل حلين متمايزين 

إذا كان 
9

1 3
2 2

m ;
ln

 
  
 

فإن المعادلة   f x x m  تقبل حلا واحدا. 

 




