
  

  "! ا
	���ع ا�ول
"8�   :1  ا���

3� ا��+�رة - أ� ( )( )16 5    2 ++ xx  :   

( ) ( )( ) 66 5 516 5    ...   1 23
  2  +++=++ xxxxx  

��E #E" - ب� *\%�   :y و x إ��8د 

 ��8�� ، *�W "
   :( ) ( )( )yxA 22 6 5    ...   2   2 ++=   

�ى ، ��8�� oأ *�W "
):  و ) 66 5 55566   ...   3 23 +++== xxxA  
 "
 ( ) و 1( ) و 2( yx:  �����: أن 3( 221 +=+ Z�
=+ 12  :   و yx  
   :y و x ��ب  - ب

 ��8��  :A م ا����اد ذي ا.�0س�i� /> ��28 /��+C د�� x 123��E 5566=A   

" x ، و���� أن x<6 و�����E/ <`ن  �aNد أوّ�/ أ�� 12    

}:  �����: أن  } 11 ; 7 ∈x.   
 - �
��� 7=x *�8 </ ا����د������E12 و += yx ���   :3=y.   
 - �
��� 11=x *�8 </ ا����د������E12 و += yx ���   :5=y.   

):  إذن  ) ( ) ( ){ } 5 ; 11 , 3 ; 7  ; ∈yx.   
  : </ ��iم ا����اد ا��3�ي A آ��E* ا���د 

 - 1Wأ "
  :( ) ( )3 ; 7 ; =yx ���  :2008=A  
 - 1Wأ "
  :( ) ( )5 ; 11 ; =yx ���  :7332=A  

�� ���� ا���د - أ���E�
   :584 ����" ا.��اد ا�9+���* ا��/ 
� :73 2 584	 �Wاء ��ا
1 أو��*  إ584 �@��1 ا���د  3 ×=  

�* ا.��اد ا��E��9* ه/ ���
} �����: أن  }2 ; 1 .   
  : ا��/ �@�H ا�3�وط  b وa " ا.��اد ا�9+���*���� - ب

 �)إذا آ�ن  : �Iآ� ) dbaPGCD = ;  �W�8 Z�`>  ن����+C دان�� a′ و b′ أو���ن     
 ���> A�@E �����E   :ada bdb    وَ=×′ ′×=.    

�ض أنQ� d "8د���� �)أي  b و a ه� ا����0 ا���3�ك ا.آ+ ) dbaPGCD = ;    

 2�8" آ��E* ا����*  
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�ع  و �� ا��zال Qأن - أ- ا� :�����  :{ }2 ; 1 ∈d  
   : d=1 ا�@��* ا.و�	 - 

 ���2 ا����* 
( )

( ) 584   

32

222
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���;I آ�� �8/      :
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32
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 32=+ ′′ ba :��8 ab ′′ −= 32 /> �8�����E22  584  و =+ ′′ ba  
 ��� 0440  64  2 2 =+− ′′ aa  	�� *�����E2  23  0202 8��: 2 و =+− ′′ aa  

 	���ة �@?1 �o.ا����د�* ا MI1 ه@E10:  و=′a 22  أو=′a  
 Z�
):  و ) ( ) ( ){ } 10 ; 22 , 22 ; 10  ; ∈′′ ba  

 /�����Eو  :( ) ( ) ( ){ } 10 ; 22 , 22 ; 10  ; ∈ba  
ba و��E أن  ):   �����: أن < ) ( )10 ; 22  ; =ba  

 - *���B2 ا�@��* ا�=d :   
 ��� *�E* ا����8�):  E`�+�ع ��Q ا�9 ) ( ) ( ){ } 5 ; 11 , 11 ; 5  ; ∈′′ ba  

 /�����Eو  :( ) ( ) ( ){ } 10 ; 22 , 22 ; 10  ; ∈ba  
ba و��E أن  ):   �����: أن < ) ( )10 ; 22  ; =ba  
 *N%o : و ��ة *�;��& �W�� ( )ba  ;  A�  ba >                            H�@و�    

  

):   ه/  ) ( )10 ; 22  ; =ba  
  
�8"  ا���/��Bا� :   

  : آ��8ت �P�Eء 3  ��ب ا ���ل ا�@?�ل ��	 -أ 
 /��� A  *&ا�@�د : » 	��    » آ��8ت �P�Eء 3 ا�@?�ل 


�Z و  :( )
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3
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3
4 ===

C

C
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8*  ��اء -ب �  :  ��ب ا ���ل ا�@?�ل ��	 ا.\1 ��	 آ
 /��� B  *&اء « : ا�@�د��  *8�    » ا�@?�ل ��	 ا.\1 ��	 آ

8*  ��اء « �
���M » ا�@?�ل ��	 ا.\1 ��	 آ    :» 	��  :  ا�@?�ل 
8*  ��اء  ( ��او وآ�  �8* _��  وآ���8ن   ��اوان    ( وأ)   8"   آ���8ن _��    آ

   .») &%ث آ��8ت  ��اء    ( أو)     ��اء 
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�ى o* أ�8�C  :  
 /���  B  *&ا����2* ��@�د&* ا�@�دB أي  : B *&ا�«:  ه/ ا�@�د  	��    3@?�ل 

):   و
�A Z ه/ ا�@�د&* B   أي أن » آ��8ت �P�Eء  ) ( )
03
1

 == AB PP.   

)  : إذن  ) ( ) ( )
03

29
03
111 1 =−=−=−= ABB PPP  

ّ�� ا���3ا;/ -أ aه� ا���Ion8 /ا�� ���ا� X /3 ، 2 ، 1  ، 0:  ه.    
ّ�� ا���3ا;/  \���ن- a���� ا! ���ل X :   

 ( )
6
1

120
20   

0
3

10

3
6 ====

C

C
XP   .   ( )

2
1

120
60     

1
3

10

2
6

1
4 ==×==
C
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XP  

( )
10
3

120
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10

1
6

2
4 ==×==
C

CC
XP     .  ( ) ( )

30
13 === AX PP  

  : إذن  
3  2  1  0  ix  

30
1

120
4 =  

10
3

120
36 =  

2
1

120
60 =  

6
1

120
20 =  

( )ixp X =  

  
 /Y�8�)  ��ب ا.
1 ا� )XE:  

( )

2.1
5
6

120
144
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43
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362
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601
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200          

    33221100  

===×+×+×+×=

++= + PPPP xxxxXE
  

3��	 ا ���ل ا�@?�ل   ��ب  #+P��E "���
  : آ��8ت �P�Eء 
����/  �A أن ا����ج  آ��8ت �P�Eء03@�  E *E�
" ا���2 ه/ �� S ه�  :  

 » 	��:  و
�Z  »  آ��8ت �P�Eء3 ا�@?�ل 
30
1=P ) ( ) ( )

30
1S == APP. (   

����/ ا���� 0@+�ت E #9�
  . ه/ 0@+�ت 
����* ، وهIا �8�/ أ��� أ
�م 

 �)  : �Iآ� ) ( ) kkk n
n PPCkXP −−== 1   

3��	 ا ���ل ا�@?�ل  ���
)" P��E+# ه�  آ��8ت �P�Eء  )2=XP A�  :  
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�8"  ا���A��Bا� :     

) آ��1�B�� *E و9�0/ �������� -أ  )AB:   
 �) ��2ن:  �Iآ� )zyxM  ; ;   "
 *9�� ( )AB /���  د�� �W# إذا و�إذا و< t    
 A�@E    :ABAM t =  .  ��8��: ( )3 ; 1 ; 2 −−AB /9�01 ا���Bا��� Z�
    و

):    ا����/  )
t

tt
t

z
y
x

3 2 
 1 

2 2 

       
 

−=
∈+=

−=
r  

) إ&+�ت أن - ب )D و ( )AB ا�����ي �Q� 	8�����ن إ� ! :  
 ( )2 ; 1 ; 3 −u �������� Z�W�� ع��d ه�  ( )D و  ( )3 ; 1 ; 2 −−AB ع��d ه�   

 �������� Z�W�� ( )AB .  ن����+AB ��9o "�9  و uا���3
 ���د  (  _� �W�8 !  
 /���  t  A�@E utAB )، �����: أن ا��������" ) =  )Dو ( )AB  "�8از��
 ��_  


" ��Q ا�����ي  ����  �

" ��Q ا�����ي و
�����Cن ، وإ �
  . وهIا �8�/ أ���� إ
) ��+ّ�" أن ا��������"  )D و ( )AB "��C���
 ��_ :  

 UC��� #�� "� A@+�� ( )D و ( )AB *1 ا����@E م���  :  
                                    

�MI ا����* ��� � *���Bوا� 	ا����د���" ا.و� "
  :0=t 0  و=′t�8 ه���"   و���E  
 	�� 1?@� *B��B" </ ا����د�* ا������20 ا� = 1�@��
  . وهIا 

) �����: أن ا��������" )Dو ( )AB "��C���
 ��_ .  
)ا��������ن  : إذن  )Dو ( )ABا�����ي ! 8�����ن إ� �Q� 	 .  

) �+��ن أن ا���3ع - أ ) 1 ; 5 ; 1 n ا�����ي 	�����دي  ( )P:   
 *�8�C : ت أن�+&g n 	�����دي  ( )P  "
���دي ��	 آ1  Zإ&+�ت أ� /Q28   

 "���/ ��Z�W ������ي u   و AB ا���3��d ره���+���E  ( )P.   
 ��8��  :( ) 1 ; 5 ; 1 n  ،  ( )3 ; 1 ; 2 −−AB   و  ( )2 ; 1 ; 3 −u  
 Z�
):  و ) ( ) 055311521 . =−=−+×+−=ABn /�����Eو   :ABn ⊥    

) و   ) 055211531 . =−=×+−+×=un /�����Eو    :un ⊥    
���دي ��	 ا�����ي n  : إذن  ( )Pأي أن  n ي������ /�l�� ع��d ( )P.   


��د�* ������ي -ب  *Eآ�� ( )P:   
  n ي������ /�l�� ع��d ( )P *د���
) و�����E/ <`ن  )P 123ا� "
  :  
 05 =+++ dzyx A�  d /���  د�� .  

) و��E أن  )AB /> ى��@
 ( )P ن`> ( )PA∈ Z�
02152:  و =++×+ d  
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 /�����E9:  و−=d.   

��د�* ������ي : إذن  ( )P /095:    ه =−++ zyx   


" M �+��ن أن ا����<* � "�E�W-*9ـ ( )D وا�����ي ( )PUY�
 "� *����
 M:  
  �) ذات اg �ا&��ت A ا����<* �E" ا���I�: *9آ� )000  ; ; zyx وا�����ي ( )P   ذي  

+++=0 ا����د�*  dcba zyx���@ه/ ا���د ا�  �Wا��� /( )( )PAd  ;  A�  :  

  
   
  

 Z�
):  و )( ) ( )
9

32

33

2

1251

 921532 
 ; ==

++
−+−++

=
ttt

d PM  

):  إذن  )( )
9

32
 ; =PMd  *9��ا� UY��E H���� !  *�E�& /وهM.   

) ����" ��1�B و9�0/ �������� - د )∆ UC��� �����
 ( )P ا�����ي U
 ( )zoy :   

��د�* ������ي  ( )zoy  /0:  ه=x  

  ��8��: 
095

0

=−++
=

zyx
x

 Z�
:    و
095

0

=−+
=

zy
x

 /�����Eو   :
95

0

+−=
=

yz
x

  

 UY�Eو λ=yB�� 	��)�1 و9�0/ �ـ  �@?1  )∆ : ( )
95

0
           

+−=
=
=

∈
λ

λλ
z
y
x

r  

�8"  ا��� UEا�    :ا�
�ات ا��ا�* -  أ�a� *0درا f:   

 ( ) 31 =f  و  ( )
4
92 =f  

)  ��ب  )xf ′ : ( )
2

2

2

5  

x
xxf

−=′   

) إ�dرة  )xf ′ :   
  

��	 f ا��ا�* :إذن   *?\���
 ]5; 1[    	��  ]  .5; 5[و
�Lا�8ة 
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�ات ا��ا�* �a� ول�W f ا����ل 	�� [ ]5 ; 1:    

   

  

  

  

  

)@�/  إ��3ء ا���-ب )C ���وا���� ( � ا�123  : ∆(iا�.  

  و  2u  : 3 1=u و 1u  ��ب - أ
3
7 2 =u.   


@�ر ا��Qا2u 1N  و 1�B�� 0u ، 1u ا�@�ود-ب  	��� ا�123 :   iا�.  
 *�N�Qا� "
 H�9�� 50=u/�@�ا�� "
���� ا���9* � ،  ( )C*�N�Qا� MI�� H>ا���ا    
 ���9�8 1u . 1 ا���د��E م��1 �u 	ر  إ��@
 1Nا�Qا ، �����1 وا�I1 هWأ "
( )∆ .  
 /�����E2 <`ن وu  "
)ا���@�/ ه� ����� ا���9*  )C  *�N�Q1ذات ا�u  .  
) ، �����1 ا������� هIا 
" أ1Wو إ�	 
@�ر ا��Qا�2u 1N��م E��1 ا���د  )∆.  


" أ1W آ1 ��د C+��/ -أ  ، Zأ� UWا����E ه�ن�    :n ، 5 ≥nu ا�+

  /���np  *�N5 ″ ا��� ≥nu  ″  

 *@N "
 H�@0ا��p:   

�  ��8�  :5 0 ≥u 5 5:   أي ≥  *��@
  0p *@�@N:إذن .    وه/ 

�ض أن  Q�np أي *@�@N : 5 ≥nu  

و�+�ه" أن 
1+np أي *@�@N  :5 1 ≥+nu  

�> "
  UWا���	 ��Ef أن ا��ا�* و  �Y: 5 ≥nu* ا�� �

�Lا�8ة ���]5; 5  [    

):  �����: أن  ) ( )5 ff nu 1 5 :أي  ≤ ≥+nu )   ن. :( ) 55 =fو   

 ( ) 1 += nn uuf (  ن`> Z��� : و
1+np*@�@N   


" أ1W آ1 ��د C+��/  :إذن  n  ،  5 ≥nu.   
) �+��ن أن ا�������* - ب )nu 	�� *?\���
 n:   

 �) : �Iآ� )nu 	�� *?\���
n M���

" أ1W آ1 :  n"
 n ، 0  1 ≤−+ nn uu  

x 1 5
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 /��+C د��
" أ1W آ1  n ��8�� ،  :( )
n

n
nnnn u

uuuuu f
2

5 
    

2

1
−−=−=−+  

�ع   
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ���Wو  n ، 5 ≥nu    

 Z�
):   و )22 5 ≥nu 2 5:   أي ≥nu)   ...  1(  


" أ1W آ1 :  آIا�� n"
 n ، 5 ≥nu Z�
   nu< 0:   و
���E2 0: ��/  و >nu)   ...   2(  

 "

" أ1W آ1 ��د C+��/ ) )2و 1 ((  ، Zأ� :�����n ، 0
2

5 2

≤−−
n

n
u

u
  

1  0:  أي  ≤−+ nn uu.   
)ا�������* : إذن   )nu 	�� *?\���
n.   

 *�8�C  ى�oأ :  

  �): �Iآ� )nu 	�� *?\���
n M���

" أ1W آ1 :  n"
 n ، 1 1 ≤+

n

n
u

u
  

�ع   
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� :�����  n ، 0 >nu    

 /�����E1 آ1 :  وWأ "
n"
 n ، 






 +=+
2

1 51 
2
1 

nn

n
uu

u
  

�ع   و
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ���Wو  n ، 5 ≥nu    

 Z�
):  و )22 5 ≥nu 2 5:   أي ≥nu /�����Eو   :
5

1
 

1
2

≤
nu

 Z�
:  و
5

5
 

5
2

≤
nu

  

 1:  أي 
5

2
≤

nu
 Z�
 11:   و

5
1

2
+≤+

nu
 2:   أي 

5
1

2
≤+

nu
  

�ا �o151:  وأ 
2
1

2 ≤






 +
nu

1 1:   أي  ≤+

n

n
u

u
  

)ا�������* : إذن   )nu 	�� *?\���
 n.   

) ���رب ا�������*  )nu:   
  �
@�ودة 
" ا.��	 و
�Lا�8ة  أو 
@�ودة 
" ا.1Q0 و
���\?*  آ1 
�����*  :�Iآ�  

 *Eر���
 *�����
w  . ه/ 
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�ع   
" ا��zال Qأ-ا� -�Wو   /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ��n ، 5 ≥nu    
) وهIا �8�/ أن ا�������*  )nu 1Q0.ا "

@�ودة  .  

�ع   و
" ا��zال Qأن ا�������* - ب-ا� ���Wو  ( )nu 	�� *?\���
n.   
)����: أن ا�������*  � )nu *Eر���
  ) 1Q0.ا "

���\?* و
@�ودة .(  


" أ1W آ1 -أ  ، Zه�ن أ��
" n ا�+ n ، ( ) 5
2
1  5  1 −≤−+ nn uu:   


" أ1W آ1  n "
 n  ،   

 ( )
( )

( ) 






 −−−=







 −+−=






 −+−=




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

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 −+=−
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�ع   و
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ���Wو  n ، 5 ≥nu     

 Z�
 0:  و
5

2
5    

≥






 −
n

n
u

u
): �����: أن   .  ) 5

2
1  5  1 −≤−+ nn uu.   


" أ1W آ1 :  إذن n "
 n ، ( ) 5
2
1  5  1 −≤−+ nn uu.   

) ا�0���ج أن -ب ) ( ) 5 2
1   5  0 −≤− uu

n
n:   

 Zأ� ���Wو HEال ا���zا�� "

" أ1W آ1  n "
 n  ،   

( ) 5
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1  5  1 −≤−+ nn uu  
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 1Wأ "
 0=n : ( ) 5
2
1  5  01 −≤− uu  

 1Wأ "
 1=n : ( ) 5
2
1  5   12 −≤− uu  

 1Wأ "
 2=n : ( ) 5
2
1  5   23 −≤− uu  

   
  
  

                  ( ) 5
2
1  5  21 −≤− −− nn uu  

                   ( ) 5
2
1  5  1 −≤− −nn uu  

  

( ) ( ) 5 2
1   5  0 −≤− uu

n
n  

  
  ��ب 

∞+→n nu  lim  :   

  ��ه�* ا�@?+�E �) :�Iآ� )nu، ( )nv  َو( )nw  *8د����د l، &%ث 
������ت    
 /���  .  

nnn ،ا��Eاء 
" ر�+* 
�ّ��* إذا آ�ن  wuv      ≤≤ Rوآ��    
    <`ن 

  �11إذا آ�ن  :�Iآ� +<<− q  ن`>
+∞→

=
n

nq    0lim /�����Eو   :( )
∞+→

=
n

n
0  

2
1   lim       

�ع   
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ���Wو  n ، 5 ≥nu     

  /�����E5  0 :و ≥−nu.   

 "
�ع  ا��zال  وQأن -ب -ا� ���Wو   :( ) ( ) 5 2
1   5  0 −≤− uu

n
n    

 Z�
):  و ) ( ) 5 2
1   5 0    0 −≤−≤ uu

n
n   ��Eأن و: ( )

∞+→
=

n

n
0  

2
1   lim     

):  �����: أن  )
∞+→

≤−≤
n nu 0    5   0    lim  أن :����� ��ه�* ا�@?+
    : و �� 

 ( )
∞+→

=−
n nu 0    5      lim  .   إذن : 

∞+→
=

n nu 5  lim  

�ف </C ب�P��E 
�ف &� اL�oال C
*�E�3ا�@�ود ا��� 

 	�� 1?@�:  

lnn wv
nn
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ّ��0 ����م 
" أ1W ا����*  وا��/f أو�W ا��ا�* ا.��N* ���ا�* a����  x.   

 g ا����ل 	�� *>�[ ا��ا�* ا���د8* ا��� [∞+− ) ���E+�رة 1 ;  ) ( )xx fg  =  

 ( )gC *ا��ا� /�@�
 g HEا����� ا��� /> .  

) Eّ�" آ�� 2�8" إ��3ء -  )gC "
) ا�%9\�  )fC HEا����� ا��� �Q� /> Z�0ار �& ، .  

��د وإ�dرة  ��ل ا����د�* ذات �����E �\�� m  �� \�� ا���0# ا�@���/    

) : x  ا�����ل  ) 2 mg x =  
  


  ����"! ا
	���ع ا

    :ا����8" ا.ول 
)  1 ا����د�*  ) ( ) zizi f 245234545  −+=+:   

 ��8��  :( ) ( ) zizi f 245234545  −+=+   

 Z�
):  و ) zi
z

izi 24523
1

4545  −+=
−
−×+  

 Z�
):  و )( ) ( )( )12 45234545 −−+=−+ zziizi  

��	 ا����د�*  1?@� ����2 06820:  و��E ا��3� وا��+��# وا�� 2 =++ zz  

 	�� *�����E2 03410:   ��� 2 و =++ zz  ...  ( )E  


��L ا����د�*  ( )E  ه�  :( ) 22  6   3636 ii ==−=∆ .   
�ا<��" ه�� �
�آ+�" 
   ��E أن ا����L ه� ��د  ���/ ���0 <`ن هMI ا����د�* ��+1  ��" 

 iz 35 izوَ      ′=−− 35 +−=′′                   
iz:  ا����د�* ا����9ة ��+1  ��" ه�� :إذن   35 izوَ      ′=−− 35 +−=′′                 .  

�* ا���# -أ ���
 "���� M �28ن A�@E ( )zf����  دا��  �
��� �+��0 �:  
�8�* أو�	  C:  

 �� ا����0/ �ـ : �Iآ���Qا��  
B

A

zz
zz

−
−

 وَ   







−
−

B

A

zz
zz

arg :  

   Rإذا آ��A  ،Bَو  M *+آ���	 ا������ z وَ �N Az ، Bzر ا.��اد ا��   

 A�  Bzz   :  <`ن ≠
  
  
  

( )[ ]πarg 2   ; AMBM

BM
AM

B

A

B

A

zz
zz
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zz

=−
−
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



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izB وَ �N 1=Azر�/ ا���د8" ا���آ+�" B وَ A ��2" ا�����9ن  =������	 ا��   

 ��8��  :( )
A

B

zz
zz

z
izzf

 
 

1  
 
−
−=−

−=     

) ( )zf �
��� ���0 /���  ( }>�28)( )( ) [ ]2π πarg ≡zfو Azz Bzz و≠   ≠(  
 Z�
):  و ) ( )z∈+= kkBMMA     ;  ππ  َو  AM BM وَ  ≠ ≠.   

):  أي  ) ( )z∈+= kkBMAM     ;  ππ  َو  AM BM وَ  ≠ ≠.   

�* ا���# : إذن  ���
M �28ن A�@E ( )zf  *����9* ا�������0+� ه/ ا� �����دا  ��  
 [ ]AB "��9��ا ا��� �
 A و B  )    أي : * ��Q�9* ا���ا�] [AB. (    

 *���& *�8�C :  

  *Eآ�� ( )zf ي���	 ا�123 ا��+   : UP�yixz += A�  ( ) 2  ; r∈yx.   

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
i
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yxiyxyx
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z
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2222

22

22

22

  1

1

  1

  
         

  1

1   
         

1

1

1

1

11
  

  

  

+−
−−+

+−
−−+=

+−
−−+−−+=
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): إذن   )
( )

( )
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i
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2222
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1

  1
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−−+

+−
−−+=  

  �)( :�Iآ� )zf �
��� ���0 /���   (}>�28  )( )( ) 0Im =zfو ( )( ) 0<zRé f(  

  Z�
: و

( )
( )

( )
0    

  1

   

0    
  1

1

22
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<
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 /�����Eو       :

( ) 0   1
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0   1
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�ا  �oوأ: ( ) ( )
( ) ( )0 ; 1 ;

2
2  

2
1  
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1
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222
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�* ا���#  - ���
M A�  ا�����ي "
 0   1=+−− yx ���ه/ ا���� ( )AB.   

�* ا���#  - ���
M A�  ا�����ي "
 ( ) ( ) 222

2
2  

2
1  

2
1







<−+− yx /ه    

)  ا���ص ا��ا;�ي  )C *9��ا� MLآ�
)ا�Iي  ) 2
1 ; 

2
1

 Ω M� و�?� \9
2
2=r.   

 - UC��� ( )AB و ( )C * ��Q�9* ا���ه/ ا� ] [AB.   
�* ا���# : إذن  ���
M �28ن A�@E ( )zf��9* ا�������0+� ه/ ا� �����دا  ��  *��  
 [ ]AB "��9��ا ا��� �
 A و B  )    أي : * ��Q�9* ا���ا�] [AB. (    

) A�@E �28ن 0z  ��ب -ب ) 10 =zf  و  ( )( )
2

3πarg 0 =zf :   

) :  ��E أن ) 10 =zf  و  ( )( )
2

3πarg 0 =zf ن`>  :( ) iez
i

f −== 2
3

0

π
    

iz:  وE@1 ا����د�* 
iz

−=−
−

1 0

 
0 ���     :iz +=1 0  

   :C ABC+��* ا��A�B -  أ

21   ==−=−= izz ABAB ، 11     0 ==−=−= izzz ACAC      

0      11  وَ   ==−=−= izzz BCBC.   

u %�  :222 أن      ABBCAC BCAC وَ  += = A�Bأن ا�� :����� ،  ABC    
 /> �;�\ C "�\وي ا������
  . و

 *���& *�8�C:  أن *i %�E *����ا� �Q� 	ل إ��N2�8" ا��  :  
 0   . =CBAC  و   CBAC =.    

  *B��& *�8�C: A�Bا�� ABC "�\وي ا������
  : .ن Cوَ \�;�� </  

  i
zz
zz

CB

CA =
−
−

  

  
)   و   ) [ ]ππ arg 2 

2

1 

 ≡

=

i

i
 Z�
):       و ) [ ]ππ 2 

2
 ; ≡

=

CACB

CACB
  

    
  )                                  وَ                                                    (                              

 
�ة ا���D *9 ����" ا���9* - ب�i� C ���ا���� 	إ� *+����E ( )AB:   

)��د�*   )AB /1   0:  ه=+−− yx /�����Eو  :( )1 ; 1 −AB Z� Z�W�� ع��d .  

( )   ;    arg ACBC
CB
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zz
zz =

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



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−
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zz =−

−
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�ة ����D *9 ��2ن ا���9* �i� C ���ا���� 	إ� *+����E ( )AB # إذا آ�ن�إذا و<  :  
 CDAB⊥ *�9�ا� �?��
]  وَ  ]CD ���ا���� 	إ� /���� ( )AB.   

:  وE@1 ا����* 
( ) ( )

01
2

  

2

  

01 1  1 1

=++−+−

=−−−

DCDC

DD

yyxx
yx

 	�� 1?@�     :
0

0

=
=

D

D

y
x

   

) : إذن  )0 ; 0D ة��i� أي أن C ���ا���� 	إ� *+����E ( )AB *9��ه/ ا� O.   

 /��E�   :ACBD ا�0���ج C+��* ا�
���" ��E��+* إ�	 ا������� D و��E C أن ا�����9" l���
 ( )AB ن`> CDAB⊥   

 /��E�
�����8ن .ن ACBD أي أن \9�ي ا� ���
�ان ، وز�8دة ��	 ذ�� <���
   :  
 2== CDAB  .  /��E��UE  ه� ���ACBD��: أن ا�
. 

   :��B/ا����8" ا� 

 "���� α و β *�2ن ا�������� A�@E ( )nv *�0��ه *�����
  :  
  �) ��2ن :�Iآ� )nv *�0��ه *�����
��د  ���/  �W# إذا و�إذا و< q A�@E :  

          /��+C د��
" أ1W آ1 n   ،nn vv q.1 =+  
 ��8�� : 12  3  1 ++=+ nuu nn ��8و��   :βα ++= nuv nn      

 Z�
:  و
( )

( )  12  3        

12  31    

  

    11

βαα
βααβα

+++++=
+++++=+++= ++

nu
nnunuv

n

nnn  

�ى و oأ *�W "
 ��8�� ، :βα qqq q nuv nn      ++=  
 /�����Eو  :( ) βαβαα qqq nunu nn ++=+++++      12  3     

 *�E�9���E  :
ββα

αα
q

q
q

=++
=+

=

 1
2

3

 Z�
:      و
ββα

αα
3 1

32
3

=++
=+

=q

 Z�
 :    و
1 
1
3

=
=
=

β
α
q

  


" أ1W :إذن   1== βα �2ن� ( )nv *�0��ه *�����
 ��   و ّ�ه�  q=3 أ0�0
0 1 ا.ول  =v.   

 *Eآ�� nv *�!�E n  : nnn
n qvv 33 1   0 =×=×=  

   : nu *�!�E n ا�0���ج 


" ا����واة  :1   ++= nuv nn 1 3 1 :  �����: أن        −−=−−= nnvu n
nn  

nS:   w  ��ب ا�����ع 
w
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( )1 3 2
1

31

31
1

1

1
    ...    1

11

010
 −=

−
−×=

−
−×=+++= +

++
n

nn

nn q
qvvvvS  

   :nS′  ��ب ا�����ع 

 UP�  :( ) nnnn wvnvu   1     +=−−+= A�   :n
nv =−−   1  وَ  = 3 nwn  

):  واpY أن  )nv *�0��ه *�����
 ��0 1 و ّ�ه� ا.ول q=3 أ0�0 =v.   
 ��Iآ  :( )nw ��
�����*  ���E* أ0�0 1−=′q 0 1 و ّ�ه� ا.ول −=w.   

  
 Z�
  :  و

  
  
  

):  و���� أن  )1 3 2
1    ...   1

10 −==+++ +n
nn Svvv  

) وَ   ) ( )( )21
2
1    

2
1   ...    010 ++−=++=+++ nnwwnwww nn  

):  إذن  ) ( )( ) ( )( ) 




 −++−=++−−=′ ++ 121 3 

2
121

2
1   1 3 2

1 11 nnnn nn
nS  

��	 ��n3* اg\���8* ����د  درا�E *0ا\/ ا��- أ 5:   

 [ ]5 1 30 ≡ ، [ ]5 3 31 ≡ ، [ ]5 4 32 ≡ ، [ ]5 2 33 ≡ ، [ ]5 1 34 ≡.   


" ا��%\*  :[ ]5 1 34 ): �����: أن ≡ ) [ ]5 1 3 k4 k≡ي  أ :[ ]5 1 34 ≡kU
 n∈k  

 [ ]5 3 3 14 ≡+k  ،  [ ]5 4 3 24 ≡+k  ،  [ ]5 2 3 34 ≡+k  

�����?  و4دور8* ودوره�  5 ��	 �En3ا\/ \��*  :إذن   /�mا���ول ا /> :  
��د k /��+C </ هIا ا���ول �8لّ  	�� .  

n  k4  14 +k  24 +k  34 +k  
  2  4  3  1  ا�+�ا\/

  
�� n \�� ا���د ا�9+��/ "���� - ب�Wأ "
��Q ����د nu ا��/ �28ن �P
 5:   

 ��8��  :1 3    −−= nu n
n Z�
]:   و ]5  0 ≡nu   }>�28   [ ]5  01 3   ≡−− nn  

kn إذا آ�ن  ــ 4= : [ ]5  014 3  4 ≡−−  kk Z�
]:  و ]5  014 1  ≡−−  k   

( ) ( ) ( )
( ) ( )nn

nn

wwwvvv
wvwvwv

uuu nnS

  ...          ...          

  ...            

  ...    

1010

1100
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+++++++=
++++++=
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]:  أي  ]5  04 ≡− k/�����Eو   :  [ ]5  0≡k Z�
kk:   و ′≡ 5 A�   :n∈′k   
kn:  </ هMI ا�@��* �28ن  ′= 20 A�   :n∈′k.   

14 إذا آ�ن ــ  += kn : ( ) [ ]5  0114 3  14 ≡−+−+  kk   
 Z�
]:  و ]5  024 3  ≡−−  k أي   :[ ]5  14 −≡− k أن ��Eو   :[ ]5  14 ≡−   

] و  ]5  41 ≡−  :��8  :[ ]5  4≡k Z�
45:    و +′≡ kk A�   :n∈′k   
1720:  </ هMI ا�@��* �28ن  +′= kn A�   :n∈′k.   

24 إذا آ�ن ــ  += kn : ( ) [ ]5  0124 3  24 ≡−+−+  kk   
 Z�
]:  و ]5  034 4  ≡−−  k أي   :[ ]5  14 −≡− k أن ��Eو   :[ ]5  14 ≡−   

] و  ]5  41 ≡−  :��8  :[ ]5  4≡k Z�
45:    و +′≡ kk A�   :n∈′k   
1820:  </ هMI ا�@��* �28ن  +′= kn A�   :n∈′k.   

34 إذا آ�ن ــ  += kn : ( ) [ ]5  0134 3  34 ≡−+−+  kk   
 Z�
]:  و ]5  044 2  ≡−−  k أي   :[ ]5  24 ≡− k ��Eأن   و :[ ]5  14 ≡−   
  :��8  :[ ]5  2≡k Z�
25:    و +′≡ kk A�   :n∈′k   

1120:  </ هMI ا�@��* �28ن  +′= kn A�   :n∈′k.   

    :A��Bا����8" ا�  


��د�* ������ي  *Eآ�� ( )2P:   

 ��8��  :
βα

α
βα

++=
+=

++=

5
1

21
        

z
y
x

:        أي 
βα
βα

α

++=
++=

+=

5

21
1

        z
x
y

    

 Z�
):  و )
β

β
α

+−+=
+−+=

−=

15
121

1

yz
yx

y
:       أي 

124
12

1

+−++=
+−=

−=

yxyz
yx

y
β
α

  

��	 ا����د�*  1?@� *B��Bا����د�* ا� #��+�E05:  و =+−− zyx  

��د�* ������ي : إذن  ( )2P /05:  ه =+−− zyx  

 "���� 1n 2  وn:   

��د�* ������ي  ( )1P /022:  ه =−−+ zyx Z�
):    و )1 ; 2 ; 11 −n  

��د�* ������ي  ( )2P/05  : ه =+−− zyx Z�
):    و )1 ; 1 ; 12 −−n  

) �+��ن أن ا������8"  )1P و ( )2P ان�
���
 :  w
w
.m
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hb

oo
kd

z.
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m
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 ��8��  :( ) ( )( ) 022111211   21. =−=−−+−+×=nn Z�
21:   و   nn ⊥  
) ا������8ن :إذن   )1P و ( )2P ان�
���
 .  

   :2d  و 1d ��ب -أ 
  �) ذات اg �ا&��ت A ا����<* �E" ا���I�: *9آ� )000  ; ; zyx وا�����ي ( )P   ذي  

+++=0 ا����د�*  dcba zyx �W/ ا������ه/ ا���د ا�@ ( )( )PAd  ;  A�  :  

  
   

 Z�
 :  و
3
6

6

2

141 

 21123 
 1 ==

++
−−×+

=d  

          32
3

6
111 

 51113 
 2 ==

++
+−×−

=d  

) وا������� �E A" ا���3d *9 ا�0���ج ا����<* -ب  )∆ UC��� ( )1P و( )2P:   
) ���� أن ا������8"  )1P و( )2P ان  و�
���
 ( )∆ ����C��� �����
   !  Aا���9* .  

) ����/ إ�	  )1P 	و! ����/ إ� ( )2P .   
) وا������� A ا����<* �E" ا���9*     ه/ ا����#  AH A�  H ه/ ا��9ل∆(

��	 ا������� A ا����دي ����9*  ( )∆.   
 "2�� A′ *9���� # ا����دي�ا��� A ا�����ي 	�� ( )2P A�Bن ا��`> /�����Eو ،   

 HAA ′ /> �;�\ A′ رث�_�B�> *�ه�+
  :  ، و �� 

 ( )
9

114 32  
3
6       

222
2

2
1

22
3 =+







=+== ddd AH   

   : إذن 
3
114 

 3 =d   

)  ����" ��1�B و9�0/ �������� - أ    :�E λ!�* ا���0# ا�@���/ ∆(

 ��8��    :
05

022

=+−−
=−−+

zyx
zyx

 Z�
):      و ) 0522

22

=+−−+−
+−=

zyyz
yzx

  

 /�����Eو  :
3
7

22

=

+−=

y

yzx
�ا �oوأ         :

3
7

3
82

3
72
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−=+×−=
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zzx
  

( )( )
222
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 ; 
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 UY�Eو λ=z /1 ا��9�0/ ا�����Bا��� 	�� 1?@�   :( )
λ

λ 

λ

      3
7

3
8

=

∈=

−=

z

y

x

r  

   :2AM *�!�E λ  ��ب -ب

 ��8��  :( )1  ; 1 ;  3 −−− zyxAM   

 Z�
:   و

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

9
314 

3
40  2         

1  1  3          

 1  1  3  

 2

222

2222

3
7

3
8

+−=

−+−+−−=

−+−+−=

λλ

λ λ
zyxAM

                                                                                                                                                                                                                                                                                   

) وا������� A ا�0���ج &���* ا����<* �E" ا���9*  )∆:   
) وا������� A ا����<* �E" ا���9*  )∆ "�E *>��
 �) وA ه/ أ\?    ، هMI ا����<*∆(

��	 ا������� Aه/ ا����# ا����دي ����AH A�  H  *9 ه/  ( )∆.   

 "2�� f 	�� *>�):  Eــ r ا��ا�* ا��� )
9

314 
3
40  2  λ 2 +−= λλ f  

ّ�� ا��ا�*  * a� Mدرا0* ا���f :   

)و  �d%� *�E�\ r��ق ��	 f ا��ا�*  )
3
40  4λ −=′ λf   

 ) ( ) 0λ =′f   (   }>�28 )0
3
40  4 =−λ   ( Z�
: و

3
01  =λ   

��	 f ا��ا�*  *?\���
 ]
3

10 ; ∞− ] 	�� ; +∞]و
�Lا�8ة 
3

�ى ] 10aN *��\ 1+�و�  

1Wأ "
  
3
01  =λ .  *>�2ن ا����� I;���AM ى�aN  ) *8�aNأ. (  

�ى ه/ a?* ا����ا� MI�) ا���9* ا���ا<�* � ) 3
10 ; 

3
7 ; 

3
2H.   

):  و�����E/ <`ن  ) ( ) ( ) 3
114 1

3
10  1

3
7  3

3
2  

222
=−+−+−=AH  

:  إذن 
3
114  =AH )   أن u !

3
114 

 3 == AH d(   
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�اUEا����8" ا� :    

ّ��ات ا��ا�* a� *0درا f:   
) : ا�����8ت  )

> −→
∞−=

1
 lim

x
xf   و   ( )

∞+→
∞+=

x
xf lim  

)  ��ب  )xf ′ : ( )
( ) 11

1 
1

 
++

= +′
xx

xf  

) إ�dرة  )xf 
" أ1W آ1  : ′x "
 ] [∞+−  ; 1 ، ( ) 0>′ xf.   
��	 ا����لf ا��ا�* : إذن  �

�Lا�8ة ��� ] [∞+−  ; 1.   

�ات �aول ا���W  :  
  
  
  
  
  
  
  
  

) �+��ن أن - أ )fC أ �ه�� "�Eر��
 "������
 1+�8 ( )D Zد����
 xy =:   

):  ��E أن  )
> −→

∞−=
1

 lim
x

xf Zد����
   ه� 
�����  x=−1 �����: أن ا������� ا�Iي 


��رب ����@�/  ( )fC.  

  ��<* آ�� f/�8 إذا آ��R ا��ا�* :�Iآ��
   : ( ) ( )xxx baf ϕ++=و   Rآ��  
 ( )

∞+→
=

x
x 0 limϕ Zد����
baxy  <`ن ا�������  ا�Iي  
��رب 
�;1 ه�  =+ �����
  

��� f ����@�/ ا���1B ���ا�*  ∞+.    

 ��8�� :( )
1

2
  

+
−=

x
xxf 23ا� "
)1 وه/  ) ( )xxx baf ϕ++=  

 و��E أن 
∞+→

=
+

−
x x

0
1

2
  lim ���أن ا���� :����� ( )D Zد����
xy ا�Iي     ه�  =

 /�@���� 1;�

��رب  �����
 ( )fC ��� ∞+.   

)/  درا0* ا����Y* ا���+�* ����@�-ب )fC ���وا���� ( )D:   

x 1−
+( )xf ′

( )xf

∞+

∞+

∞−
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" أ1W آ1 x"
 ] [∞+−  ; 1 ،  ( )
1

2
  

+
−=−

x
xxf رة�dن إ`> /�����Eو     

�ق   Qا�( ) xxf  ه/ إ�dرة − 
1

2
 

+
−

x
  .  ، Zأ� ��E1وWأ "
   ا����ل   
"x آ1

 ] [∞+−  ; 1 ، 0
1

2
 <

+
−

x
)�����: أن ا���@�/  )fC ���ا���� R@� U�8 ( )D .  

) �+��ن أن ا���@�/ - أ )fC�N�> 9* و ��ة�1 </ �Nا�Qر ا��@
 U9�8  ���0x  

 A�  4.1 3.1 0 << x:   
�ه�* ا���� ا����90*  +�E �  : إذا آ�ن .�Iآ�
  f ا����ل 	���ة ���
 [ ]ba    ؛ ; 

  f ا����ل 	�� �
] ر��+* ��� ]ba    ؛ ; 
  ( ) ( ) 0 <× bfaf.   
) ا����د�* :�@�����   ) 0=xf +1  % و ��ا��0x ا����ل "
 ] [ba  ; .   

@�ر ا��Qا1N </ ��9* و 8�f U9 ا���@�/ ا���1B ���ا�* :ه����0   �����N�> �0ةx    

" ا����ل  ] [ba  ; .   

�ات ا��ا�* �a� ول�W "
 f 	�� �
�ة و
�Lا�8ة ������
 ��] �% u أ� ]4.1 ; 3.1 ،   
):  ز�8دة ��	 ذ��  ) 01.03.1 −=f و ( ) 10.04.1 =f  /�����Eو   :  

 ( ) ( ) 04.13.1 <× ff  .  /�@�أن ا�� :�����( )fC  *9�� /> 1Nا�Qر ا��@
 U9�8   

 ����N�> 0 و ��ةx A�   :4.1 3.1 0 << x.    

��د�* - ب "���� ( 
��س ����@�/ ∆( ( )fCا����
@�ر ا�� U
 Z�C��� *9�� ��� :   

 �
��د�* 
��س ا���@�/ ا���1B ��ا�*  : �Iآ�f *�N�Q9* ذات ا��ا�� ��� a /ه :  
 ( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .  

 UC��� *9�� "���� ( )fC ا����
@�ر ا�� U
 :  

 1Wأ "
  :0=x ���  :( ) 20 −=f /�����Eو  ( )fC  /> ا����
@�ر ا�� U9�8   

) ا���9*  )2 ; 0 −B.    

��د�* ا����س  *Eآ�� ( ��� ا���9* ∆( B :   


��د�*  ( 
" ا�123 ∆(  :( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .   A� :    
 ( ) ( ) 20 −== faf  َو  ( ) ( ) 2 0 == ′′ faf  Z�
):  و ) 202 −−= xy.   


��د�* ا����س : إذن  ( 22 ه/ ∆( −= xy.   
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) رW - �0ـ ) و ∆( )fC :  123ا� �iا�.  

ّ��0 وا��/ ����م 
" أ1W ا����* f ا��ا�* ا.��N* ���ا�* F  إ��8دa����  x:   
 �
��ل uإذا آ��I�  : Rآ� 	��
"   x  وآ�ن ، 
" أ1W آI1 دا�* \��d%� *�E��ق    

  I ، ( ) 0>xu �2ن�  cu + 2)  r∈c (  *ا���� *��Nدا�* أ
u
u′ 

 	�� I.   

 ��8��  :( )
1

2
  

+
−=

x
xxf  و  ] [∞+−=  ; 1I.   

�ة ��	 f ا��ا�* ���
 ] [∞+− ��	 هIا ا����ل  1 ;  *��N1 دوا! أ+�� /�> /�����Eو   
: 1 ا��ا�*  +xxu a	��[  \��d%� *�E��ق  [∞+− 
" هIا  x و
" أ1W آ11 ;    

) :   ا����ل ) 1 =′ xu ��2� 2�8" أن ،  :
1

2 
+

−
x

��	 ا�123  
u

u′
×− 2    

 ه/ دا�* أ��N* ���ا�* u2 و���� أن 
u

u′
.     

�* ا��وال ا.��N* ���ا�* :  إذن ���
f 	�� ] [∞+−   :  ه/ ا��وال 1 ; 

  ( ) cxxxF ++×−= 1 22
2
1  2 A�  c /���  RE�&  .  

) و���� أن  ) 00 =F Z�
   .c=4:  و

) : إذن  ) 41 4
2
1  2 ++−= xxxF  

) �+��ن آ��Q* إ��3ء  )gC "
) ا�%9\�  )fC:   

 �):  �Iآ� ) ( ) ( )
( ) ( )  

0  ;   

0  ;    
 

  
 





≤−
≥

=
xx
xx

x
ff

ff
f  

 Z�
):  و ) ( ) [ [
( ) ] ]  

 ; 1  ;   

 ;  ;    
 

0

0   





−∈−
∞+∈

=
xxx

xxx
x

f

f
g  

] إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 0xx ن`> ( ) ( )xx fg = Z�
):  و )gC 	�� H+9�8 ( )fC.   

[ إذا آ�ن -  ]  ; 1 0xx ) <`ن ∋− ) ( )xx fg −= Z�
):  و )gC �l��8 ( )fC    

  1Nا�Qر ا��@
  .     ��E��+* إ�	 

) ر�0  )gC :  123ا� �iا� .  
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) ا����\3* ا�+����* ���د وإ�dرة  ��ل ا����د�*  ) 2 mg x =:   

2 0: إذا آ�ن -  =m 0:   أي =m �+W�
  . <`ن ا����د�* ��+1  % وا �ا 

2 2:  إذا آ�ن -  =m أي    :{ } 2 ; 2 −∈m  +1  ��" أ �ه���ن ا����د�* �`>   

��وم  �omوا �W�
    .  

0  2 2:  إذا آ�ن -  << m [−2  ; 2 : ]  أي∈ m  "��  1+�� *ن ا����د�`>   
 "�+W�
    .  

   <`ن ا����د�* ��+U[ 2 ; −∞−]∈ m  1[2 ; +∞: ]أي m<  2 2:  إذا آ�ن - 
  .�dgرة     ��" 
����Q" </ ا

 �0�  : ا�

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

( )D

( )∆

( )gC

( )fC

( ) ( )gf CC  , 

x

y
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