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1nuلدينا :    nإثبات بالتراجع أنه : من أجل كل عدد طبيعي  -(   أ(1   

 0:  من أجل   خطوة البدأn   لدينا 0 13
13 1
u 


0 هومن  1u  . محققة

  1 بفرض أن :خطوة التتابعku    1نبرهن أن  وصحيحة 1ku     صحيحة من أجل كل عدد طبيعيk   

1kuلدينا من فرضية التراجع   -  من أجل كلk
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5 5
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ku                   1و بذلك 1ku       محققة

1ku منتوريث الخاصية   1إلى 1ku    من أجل كل عدد طبيعيk    1أنه نستنتجnu / n    .

إتجاه تغير المتتالية  -ب(    nu : 

الفرق :    nندرس  إشارة من أجل  كل عدد طبيعي  -  1n nu u 
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n:   1nuو من جهة أخري لدينا من أجل  كل عدد طبيعي       1ومنه 0nu   فان 
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1ومنه    0n nu u    و بذلك nu  من أجل  كل عدد طبيعي متناقصة تماماn.

 2  ) nv  بـ :  متتالية عددية المعرفة على 1n nv ln u  

إثبات أن المتتالية  -  nv  : حسابية
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1nفان   nمن أجل  كل عدد طبيعي متتالية حسابية [  معناه ]  nv v r / r    ]
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ومنه المتتالية   nv أساسها   حسابية
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و بما ان   nv  فان الحد الأول  معرفة على   0 0 1 13 1v ln u ln     0ومنه 12v ln .
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12و بذلك  5 12 5n

nv ln n ln ln ln    منه  و
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: nuالتحقق من صحة عبارة   -  

n :من أجل  كل عدد طبيعي لدينا   1n nv ln u   فان 1nn
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n :1nvمن أجل  كل عدد طبيعي لدينا  
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  ثانيالتمرين ال :

من المعطياة نستخلص الجدول التالي :   - 

) توفيقة ( في آن واحدمن الكيس  كرتينسحب  - 

بذلك عدد الإمكانيات الكلية هي :  و 

إمكانية  
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 " سحب كرتنين من نفس اللون ".  A:   الحدث - 

الحد ث : " سحب كرتين تحملان نفس الرقم ". - 

التحقق أن   -( 1  
31

66
P A  :

لدينا  -     2 2A R , V  لحدث المحققة لمكانية الإ عدد  ومنهA   2 يه 2

5 7 10 21 31AN C C    

الــــــــــــــــــلـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــون 
ـــــس ـــ ــــــــــــ ـــ ــــــــــــ الكيـــ
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و بذلك   
31

66

AN
P A

N
  .

 : Bإحتمال الحدث  - 

لدينا       -  - 
      1 2

2 2B ,  لحدث المحققة لمكانية الإ ومنه عدد B  2 يه 2

8 4 28 6 34BN C C    

و بذلك      
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N
        إذا 
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P B  .

علما ان الكرتين المسحوبتين من نفس اللون حساب إحتمال ان تحملان نفس الرقم :  -(2 

معناه حساب   AP B حيث 
 

 A
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A

A

N
P B

N

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         1 1 2

2 2 2A B R , V , V   2ومنه 2 2

4 4 3 6 6 3 15A BN C C C      

ومنه    A BN
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N
    ومنه 
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و بذلك            
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 3 )-  X   لمتغير العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب عدد الكرات الحمراء المتبقية في الكيس : ا

:  Xقيم المتغير العشوائي  - 

لدينا    
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ومنه       3 4 5X , , .

:   Xغير العشوائي قانون الاحتمال للمت - 

حساب      -    3 4 5i iP X X / X , , 

      
2
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3 2
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C
P X P R     ومنه 

5
3
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     
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P X P V , R


     ومنه 
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4
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     
2
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C
P X P V       ومنه 

7
5
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P X  

:   Xحساب الامل الرياضياتي للمتغير العشوائي  - 

لدينا     
3
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     هومن     
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  ثالثالتمرين ال :

I.   المعادلة  حل في مجموعة الاعداد المركبة  2 4 5 0z i z z    : 

  2 4 5 0z i z z     0تكافئ  اماz i   ومنهz i

2أو   4 5 0z z     2نحسب المميز
1

4 4
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a
b ac b
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
    


ومنه        

2 2
4 4 1 5 4 2 i      

1وبذلك المعادلة تقبل حلين مركبين مترافقين :  
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 طريقة أخرى :
 

2
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2 4 5 0

z z

z

  

   
ومنه    

 

2
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2

z

z i

  

 
وبذلك   2

2
z i
z i
 
  

ومنه   2
2

z i
z i
 
 

وبذلك حلول المعادلة هي    2 2i , i , i  .

II.  لدينا AA z i  ، 2BB z i   و 2CC z i 

C( كتابة العدد المركب 1 A

C B

z z

z z




على الشكل الأس ي: 

  لدينا
2 2 1

2 2 2

C A

C B

z z i i
i

z z i i i i

  
    

   
Cومنه   A

C B

z z
i

z z


 



2و نعلم أن  
i

i e




   2ومنه
i

C A

C B

z z
e

z z







  طبيعة المثلثABC

2لدينا 
i

C A

C B

z z
e

z z







ومنه    
 

1

2
2

AC

BC

BC,AC k / k








    


ومنه 
90

AC BC

BCA





. Aمتساوي الساقين و قائم في النقطة  ABCوبذلك نستنتج أن المثلث  

2zمع   z(  من اجل كل عدد مركب 2  i   حيث 
1 2

2 4 2

i z i
f z

z i

 


 

تعين مجموعة النقط  -أ(  E :

لدينا      M z E  تكافئ 
1

2
f z   تكافئ

1 2 1

2 4 2 2

i z i

z i

 


 
ومنه 

2 2 1

2 4 2 2

i z i i

z i

 


 

ومنه    
2 1

2 2 2

i z i

z i

 


 
وبذلك  

 

 

1 2 1

22 2

z i

z i

  


 
1ومنه 

A

B

z z

z z





Aومنه  B

B

z z z z

z z

   




AMاذا   BM  وبذلك E هي مجموعة نقط محور القطعة المستقيمة AB .

التحقق أن  -ب(  
1440

f i 
    :

  لدينا 
 

 
 

1 2 1 1 2 2 2 1
1

2 4 2 2 4 2 4 2

i i i i i
f i i

i i i i

      
    

    
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ومنه

     

   

 

1440 1440
1440 1440

720
2 720

1440 1440

360 3602 2

1440 1440

720

1440 720

1 1
1 1

2 2
1 1

1 2
2 2

1 1
2 2

2 2
2 1

2 2

f i i i

i i

i



   
          

   

   
 

       

  

 أو: 

   

 

1440 14401440
14401440

4 4

720

180 2360

720 720 720

1 2 2
1

2 2 2

1 1 1 1
1
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e e

 





    
                  

 
       
 

( لدينا الدوران 3
2

C ,

r
 

 
 

 .

: Dلاحقة النقطة  Dzتعين   -أ( 

لدينا  
   

 

2

2

C ,
r

B D

C ,

B z D z

D r B





 
 
 

 
 
 




 



2ومنه   21
i i

D B Cz e z e z
  

   
 

ومنه         2 1 2 1 2 1 2 1 2 4Dz i i i i i i              ومنه 4 4 1Dz i / D ; 

  التحقق ان النقطA  ،D  وC : في استقامية

-   [A  ،D  وC  معناه ] في استقاميةD C

A C

z z

z z






لدينا 
4 2

1
2

D C

A C

z z i i

z z i i

   
   

  
في استقامية . Cو  A  ،Dلنقط او بذلك نستنتج أن  

  - : أو  [A  ،D  وC معن ] اه ]في استقامية  0det CD,CA   أي الشعاعينCD ,CA  مرتبطين خطيا]

4 2
1 1

CD
 

  
2و منه

0
CD

 
 
 

0و           2
1 1

CA
 

  
2ومنه 

0
CA

 
 
 

ومنه          
2 2

2 0 0 2 0
0 0

det CD,CA


      لنقط او بذلك نستنتج أنA  ،D  وC . في استقامية

  -  : كذلك    أوCD CA   ومنه الشعاعينCD ,CA  مرتبطين خطيا و بذلك النقطA  ،D  وC في استقامية

 - : نلاحظ أنه  أو     m D m A m C i      1فانD A Cy y y    

1yتنتمي الى مستقيم واحد موازي لمحور الفواصل معادلته   Cو  A  ،Dوبذلك النقط   

في استقامية .  Cو  A  ،Dإذا نستنتج ان النقط

بتحويل بسيط : Aصورة النقطة Dب( استنتاج أن النقطة  

  لدينا النقطA  ،D  وC   في استقامية حيثCD CA  

. C  بالنسبة للنقطة  Aطةنظيرة النق Dومنه النقطة 
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 :1لدينا   أوD C

A C

z z

z z


 


ومنه   D C A Cz z z z     2وبذلكD A Cz z z  

. Cبالنسبة للنقطة    Aنظيرة النقطة Dومنه النقطة 

: رابعالتمرين ال

المعرفة على   fلدينا الدالة    0 2 2f ; ; D  : بـ 
1

2
f x ln x

x
 



حساب النهايات :  -(  أ(1 

  0لدينا

0

1 1

2 2x

x

lim
x

lim ln x










 


 



  نستنتج أن     
0x

lim f x




 

  لدينا
2

2 0
x

lim x






   2فان

2

1

2
2

x

x

lim
x

lim ln x ln










 






نستنتج أن    
2x

lim f x




 .

  لدينا
2

2 0
x

lim x






   2فان

2

1

2
2

x

x

lim
x

lim ln x ln










 






نستنتج أن     
2x

lim f x




 .

  من النهايات السابقة نستنتج ان fC  التراتيب ر يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لمحو

كل منهما   لمعادلة    0x   و 2x  .

حساب النهاية  -ب(        
x
lim f x


   2لدينا
x
lim x


    فان
1

0
2x

x

lim
x

lim ln x









 



  نستنتج أن   
x
lim f x


 

 :f( دراسة إتجاه تغير الدالة2

ندرس إشارة الدالة المشتقة الأولى   f ' x   على المجال   0 2 2f ; ; D 

لدينا  fDمن المجال  xمن اجل كل عددحقيقي 
   

 

 

   

2 2

2 2 2

1 1

2 2

21 1 4 4

2 2 2

' '
'

f ' x ln x ln x
x x

x x x x x

xx x x x x

   
      

    

      
   

  

    ومنه  
 

2

2

5 4

2
f

x x
f ' x / x

x x

 
 


D

فان fxDبما ان   - 
2

2 0x x    ومنه إشارة f ' x  من إشارة 2 5 4x x 

لدينا    
2 5 4 0

1 5 4 0
x x
a b c

   

     

فان   
1

4
4

1

x

c
x

a





  


على المجال متناقصة تماما fومنه نستنتج ان  1 و المجال  ;2 2 ومتزايدة تماما على  ;4 0 المجال و المجال;1 4; .

   جدول تغيرات الدالةf  :

 
1

1 1 1
1 2

f ln   


و  1
2

1
4 4 4

4 2
f ln ln   


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3 )  ياني للدالة هو المنحنى البx ln x .

أ( حساب النهاية   
x
lim f x ln x


  

   لدينا
 

1

2
1

0
2

f

x

f x ln x / x
x

lim
x


   


 



D

ومنه    0
x
lim f x ln x


   

 نستنتج أن fC يقبل كمنحنى مقارب له بجوار   .

ب( دراسة وضعية  fC و المنحنى :

   ندرس على المجالfD 

إشارة الفرق    
1

2
f x ln x

x
    

2ينا لد   0x   2من  أجلx 

ومنه نستنتج الإشارة  

وبذلك    fC يقع أسفل  المنحنى   في المجال 1 2; 

و    fC يقع فوق  المنحنى      في المجال 2;. 

( رسم كل من المنحنيين 4  و fC:

إيجاد عبارة   -( أ(5  H x  بدلالةx :

لدينا     
3

x

H x ln t dt  عمال المكاملة بالتجزئة نضعباست   
 

 

 

1

1

u t ln t u' t
t

v' t
v t t


  

 
  

 

  ومنه 
         

       

3
3

33
3

1 3 3 3 3 3

x
x

x
x x

H x u t v t u' t v t dt

t ln t dt x ln x ln t x ln x ln x

     

               





وبذلك      1 3 1 3H x x ln x ln    

:  Aحساب المساحة     -ب( 

بما ان   fC يقع فوق محور الفواصل في المجال 3 ن فا ;4   
4

3

f x dx u.a
 

  
 
  A

حيث   

     

 
       

   

4 4 4 4

3 3 3 3
4

4

3
3

1 1

2 2

2
4 2 4 1 4 3 1 3

2

2 1 4 4 4 3 3 3

f x dx ln x dx dx ln x dx
x x

x '
dx H ln x ln ln

x

ln ln ln ln

   
      

    


              

      

   



ومنه    
4

3

1 9 2 3 3 7 3 8 3 3f x dx ln ln ln ln              وبذلك 
8

1 3 1 94
3

ln . u.a
 

    
 

A  .
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المعرفة على المجال  g( لدينا الدالة 6    1 1 0g ; ;   D   : بـ   2g x f x  :

  اتجاه تغير الدالةg :

    لدينا
    
  2 g

g x f x
/ x

x x





 


 
D  أي الدالةg  هي مركب من الدالة التآلفة لة متبوعة بالداf

: ال خاصية إتجاه تغير دالة مركبة وباستعم  

   لدينا       1
ماما 2 دة ت تزاي م

4 4
f x

; ln ;


        2

ماما  صة ت ناق ت م
2

x x
;

 
  

متناقصة تماما على المجال  gومنه الدالة   2;  .

   لدينا      1
ماما 2 صة ت ناق ت م

2 4 4
f x

; ln ;


       2

ماما  صة ت ناق ت م
2 1

x x
;

 
  

زايدة  تماما على المجال مت gومنه الدالة   2 1;  .

   لدينا       ماما صة ت ناق ت م
1 2 1

f x
; ;


     2

ماما  صة ت ناق ت م

1
1

2

x x
;

  
   
 

ايدة  تماما على المجال متز  gومنه الدالة  
1

1
2

;
 
  
 
 .

   لدينا       ماما دة ت تزاي م
0 1 1

f x
; ;


     2

ماما  صة ت ناق ت م

1
0

2

x x
;

  
  
 

متناقصة  تماما على المجال  gومنه الدالة  
1

0
2

;
 
 
 
 . 

متناقصة تماما على المجال gومنه الدالة    2;   و المجال
1

0
2

;
 
 
 
.

و متزايدة تماما على المجال على المجال      2 1;   و المجال
1

1
2

;
 
  
 

  أو : ندرس إشارة g' x  على المجال   1 1 0g ; ;   D 

 gDمن  xمن أجل كل عدد حقيقي  

 لدينا  

         

   

 

 
 

  

 

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 4 10 42 5 2 4 2 4 2
2

2 2 2 4 12 2 1

g' x f x ' x ' f ' x f ' x

x xx x x x

x x x xx x

          

         
    

           

ومنه إشارة   g' x  من إشارة
  2 4 2x x

x

 

حيث gDعلى  المجال    2 4 2 0x x   من اجل
1
2

2

و أ

x

x

 



 

المجال كل من متناقصة تماما على gومنه الدالة    2;   و المجال
1

0
2

;
 
 
 
. 

المجال كل من و متزايدة تماما على المجال على   2 1;   و المجال
1

1
2

;
 
  
 
.

    إنتهى    

    تمنياتي لكم بالنجاح في شهادة البكالوريا
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