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 :الحل المفصّل للموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

نعتبر النقط  2;1;0A ، 1;2;2B ، 3;3;1C و  1;1;4D. 

1 التحقق أنّ النقط A ،B و Cٌّن مستوٌا  . تع

لدٌنا  1;1;2AB 


 و  1;2;1AC


 و 
1 1

1 2


 ومنه الشعاعان AB


AC و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا وبالتالً النقط 

A ،B و C ٌّّن مستوٌا وبما أن 1 تع 2 1 1 0A A Ax y z       ،1 1 2 2 1 0B B Bx y z       

1و  3 3 1 1 0C C Cx y z        1  فإن 0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

2 تبٌان أن المثلث ABCمتقاٌس الأضلاع . 

لدٌنا  1;1;2AB 


1 ومنه  1 4 6AB     

و  1;2;1AC


1 ومنه  4 1 6AC     

و  2;1; 1BC 


4  ومنه  1 1 6BC     إذن المثلث ABCمتقاٌس الأضلاع . 

ـ التحقق أن مساحته 
3 3

2
 . وحدة مساحة

 منتصف Hلتكن   AB إذن 
3 3

; ;1
2 2

H
 
 
 

 ومنه 
9 9 3 2

4 4 2
CH    

وعلٌه  

3 2
6

3 22

2 2 2

AB CH
S ABC ua




  .

: طرٌقة ثانٌة

 
1 3 3

sin
2 3 2

S ABC AB AC ua


   

3 تعٌٌن تمثٌل وسٌطً للمستقٌم   الذي ٌعامد المستوي  ABC وٌشمل النقطة D. 

لدٌنا  1; 1;1n 


 شعاع ناظمً للمستوي  ABC وهو شعاع توجٌه للمستقٌم  . 

من أجل كل نقطة  ; ;M x y z من المستقٌم   لدٌنا DM t n
 

. عدد حقٌقtً حٌث 

ومنه  

1

1 ;

4

x t

y t t

z t

 


  
  

 تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  . 

4تعٌٌن إحداثٌات النقطة  ( أE. 

E  هً نقطة تقاطع  والمستوي  ABC. 

نحل الجملة 

1

1

4

1 0

x t

y t

z t

x y z

 


 


 
    

 وعلٌه  1 1 4 1 0t t t       3  ومنه 3 0t   1  أيt  . 

إذن  0;2;3E. 

 والمستوي Dحساب المسافة بٌن النقطة  ABC. 

        
2 2 2

; 0 1 2 1 3 4 3d D ABC DE       . 
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تعٌٌن مركزي سطحً الكرتٌن اللذٌن ٌمسان  (ب ABC فً النقطة E 3 ونصف قطر كل منهما. 

  ; 3d D ABC  فإن إحدى الكرتٌن مركزها D فٌكون مركز الكرة الثانٌة 'D نظٌرة D بالنسبة إلى E.

 منتصف Eأي   'DD .

ED'لدٌنا إذن  ED 
 

EO' معناه  OD EO OD   
   

' ومنه  2OD EO OD  
  

' أي  2OD OE OD 
  

 
وعلٌه 

' 2 1D E Dx x x    و 
' 2 3D E Dy y y   و 

' 2 2D E Dz z z   إذن  ' 1;3;2D . 

 :التمرٌن الثانً

I) 
 

 

2 3............. 1

2 3 2 3.... 2i

 

 

   


   

 من  1 2 نجد 3   ًبالتعوٌض ف  2 2 نجد 2 3 3 2 3i     

4 3 3 2 3i     وعلٌه 
3 3

2 2
i


  أي 

3 3

2 2
i


 . 

وعلٌه 
3 3

2 3
2 2

i
 

   
 

3i 

II) 1كتابة  ( أ
Az و 

Czًعلى الشكل الأس . 
5

63 1 5 5
3 3 cos sin 3

2 2 6 6

i

Az i i e


 

 
 
 

      
           

     
5

63
i

B Az z e

 
 
   

3
i

A Cz z e


 3 معناه
i

C Az z e




 وعلٌه 
5 5

6 6 33 23 3 3
i ii i

Cz e e e e

      
    

   
 

   
 
 

. 

، حتى ٌكون n تعٌٌن قٌم العدد الطبٌعً *

n

A

C

z

z

 
 
 

 . حقٌقٌا سالبا

3
i

A

C

z
e

z



  3  ومنه

n n
i

A

C

z
e

z

 
 

 
. 

n

A

C

z

z

 
 
 

arg حقٌقٌا سالبا معناه  2

n

A

C

z
k

z
 

 
  

 
2  ومنه  

3

n
k


   3 أي 6n k  حٌث k . 

التحقق أن العدد المركب  (ب

2015 1962 1435

2
3 3 3

CA B
zz z     

      
     

.  حقٌقً

2015 2015 5
1679

6 6 62 2 2 2 3
3

i i i
Az

e e e i

  
 

     
      

      
      

 
 

 

1962 51962

6 1635
1

3

i
iBz

e e





  
     

    
 

 

1435 1435

2 2

3

i i
Cz

e e i

 


   
   

    
    

 
 

وعلٌه  

2015 1962 1435

2 3 1 3 1
3 3 3

CA B
zz z

i i
     

               
     

 .
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2تحدٌد النسبة والزاوٌة للتشابه المباشر  ( أS الذي مركزه O وٌحول D إلى A. 
5

5 76
6 4 6

4

3 3 6

22
2

i
i i

A

i
D

z e
e e

z
e


  



 
          

     

 هSًومنه نسبة التشابه 
6

2
 و زاوٌته 

7

6


 .

Aكتابة  (ب

D

z

z
.  على الشكل الجبري

  

  

3 3
3 3 2 23 3 6 2 3 6 2 32 2

1 2 2 2 2 2 2 8 8

A

D

i i iz i
i

z i i i i

        
    

   

استنتاج القٌمة المضبوطة لـ 
7

cos
6

 
 
 

 و 
7

sin
6

 
 
 

 .

لدٌنا 
7

66

2

i
A

D

z
e

z

 
 
  ومن جهة أخرى 

6 2 3 6 2 3

8 8

A

D

z
i

z

  
 

إذن 
7

66 6 2 3 6 2 3

2 8 8

i

e i

 
 
 

  
  ومنه  

7

6 6 2 3 6 2 3

4 6 4 6

i

e i

 
 
 

  
  

أي 
7 7 3 3 3 3

cos sin
6 6 2 6 2 6

i i
       

     
   

 وعلٌه 
7 3 3

cos
6 2 6

   
 

 
 و 

7 3 3
sin

6 2 6

  
 

 
. 

3 تعٌٌن مجموعة النقط M ذات اللاحقة z بحٌث  
7

121
i

z k i e

 
 
   حٌث k  .

 
7

121
i

z k i e

 
 
   معناه 

7

12
i

Dz kz e

 
 
  ٌكافئ Az kz  وٌكافئ  OM k OA

 
k  و  

هً نصف المستقٌم  Mوبالتالً مجموعة النقط OA. 

 :التمرٌن الثالث

 nu 2: المتتالٌة العددٌة المعرّفة بـ

0 1u e ًومن أجل كل عدد طبٌع n ،  2

1 1 1n nu u e 

   . 

1 1 حسابu ،2u 3 وu. 

  2 2 2

1 01 1 1 0u u e e e        ،  2 2

2 11 1 1u u e e      ،

   2 2 2 4

3 21 1 1 1u u e e e e         . 

2 ًإثبات أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،1 0nu . 

2لدٌنا 

01 u e  01 ومنه 0u  0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1نفرض أنّ  0nu  ّونبرهن أن 
11 0nu  . 

لدٌنا   2

11 1n nu u e 

   1 ولدٌنا حسب الفرضٌة 0nu  11 ومنه 0nu  . 

 ،1 من nوعلٌه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل 0nu .

3 تبٌٌن أن المتتالٌة  nuمتناقصة . 

لدٌنا         2 2 2

1 1 1 1 1 1 1n n n n n n nu u u e u u e u u e  

             

n ،1وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً  0nu  2 و 1 0e    فإن   21 1 0nu e    1 أي 0n nu u   
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وبالتالً المتتالٌة  nuمتناقصة . 

 .ٌمكن استعمال البرهان بالتراجع
: nلنبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

1n nu u . 

2لدٌنا 

0 1u e  و 
1 0u  ومنه 

1 0u u 0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أن 
1k ku u  ونبرهن أن 

2 1k ku u . 

لدٌنا 
1k ku u  معناه  

11 1k ku u    ٌكافئ    2 2

11 1k ku e u e 

   ٌكافئ 

   2 2

11 1 1 1k ku e u e 

     أي  
2 1k ku u وعلٌه نستنتج حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع أنه من أجل كل  

: nعدد طبٌعً
1n nu u  وبالتالً المتتالٌة  nuمتناقصة . 

n :1لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  0nu  1 أيnu   ومنه المتتالٌة  nu 1 محدودة من الأسفل بالعدد وبما 

 .أنها متناقصة فهً متقاربة

4إثبات أن  ( أ nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 

    2 2

1 13 1 3 1n n n nv u u e e v 

      إذن   nv 2 متتالٌة هندسٌة أساسهاe  وحدها الأوّل 

  2

0 03 1 3v u e  . 

كتابة  (ب
nv و 

nu بدلالة n. 

 2 2 2 23 3
n

n

nv e e e    

لدٌنا  3 1n nv u  ومنه  
1

1
3

n nu v  2 أي 2 1n

nu e   . 

2 2lim 0n

n
e  


  2ومنه 2lim lim 1 1n

n
n n

u e  

 
   . 

n :لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  2 23
n

nv e e . 

إذن      
0 1

2 2 2 2 2 2

0 1 ... 3 3 ... 3
n

nv v v e e e e e e         

       
 1

1 0 1 ... 1
2 2 2 2 2

0 1 ... 3 3

n n
n n n

nv v v e e e e


    

      

       
1 1 112 2 2

0 1 ... 3 3 3
n n nn n n n

nv v v e e e e e
             

ومنه        
1

2 2

0 1ln ... ln 3 1 ln 3
n

n n

nv v v e n e


       

أي   0ln ln ... ln 1 2 ln3n nv v v n n        

 :طرٌقة ثانٌة

n ،2لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  23 n

nv e   معناه   2 2 2 2ln ln 3 ln3 lnn n

nv e e     

lnأي  ln3 2 2nv n  . 

     0 1ln ln ... ln ln3 2 2 0 ln3 2 2 1 ... ln3 2 2nv v v n               

    0 1ln ln ... ln 1 ln3 2 2 0 1 ...nv v v n n          

  
 

0 1

1
ln ln ... ln 1 ln3 2 2

2
n

n n
v v v n


       

    0 1ln ln ... ln 1 ln3 2 1nv v v n n n        

  0 1ln ln ... ln 1 ln3 2nv v v n n      . 

 .كما أنه ٌمكن الإستدلال على الخاصٌة بالتراجع
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 :التمرٌن الرابع

1 بقراءة بٌانٌة تحدٌد وضعٌة   بالنسبة إلى  . 

فً المجال  0; ،   ٌقع أسفل . 

وفً المجال  ;  ،   ٌقع فوق . 

  و    ٌتقاطعان فً النقطة ذات الإحداثٌتٌن ;ln . 

2 g الدالة المعرّفة على المجال  0;بـ  :  3 lng x x x  . 

 إشارة x  استنتاج حسب قٌم  g x. 

لدٌنا حسب السؤال السابق من أجل كل  0;x  : ln 3 0x x    أي   0g x . 

ومن أجل كل  ;x   : ln 3 0x x    أي   0g x . 

xومن أجل   : ln 3 0     أي    0g  . 

3 ّ2,2 التحقق أن 2,3 . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال gالدالة 0; وبالخصوص على المجال  2,2;2,3 ولدٌنا  2,2 0,01g  

و  2,3 0,13g  أي    2,3 2,3 0g g  ،إذن حسب مبرهنة القٌم المتوسطة   0g   حٌث 

2,2 2,3  

II) f  الدالة المعرفة على المجال 0;بـ  :    
1

1 ln 2f x x
x

 
   
 

. 

1 حساب  
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


. 

0

1
lim 1

x x


 
   

 
 و  

0

lim ln 2
x

x




   ومنه     
0 0

1
lim lim 1 ln 2

x x

f x x
x 

 

 
     

 
. 

1
lim 1 1

x x

 
  

 
 و  lim ln 2

x
x


   ومنه     

1
lim lim 1 ln 2

x x
f x x

x 

 
     

 
. 

2 إثبات أنه من أجل كل x من  0; : 
 

2
'

g x
f x

x
. 

     
 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 ln 2 1
' ln 2 1 ln 2

g xx x x
f x x x

x x x x x x x x x

     
            

   
 

ٌّرات الدالة   .fجدول تغ
                       0 x 

+ 0   'f x 

  

  f  

 f x 

lnلدٌنا  3    

ومنه         
 

2
11 1 1

1 ln 2 1 3 2 1f


   
   

      
                
     

. 

استنتاج حصرا للعدد  f . 

2,2لدٌنا  2,3  1,2 ٌكافئ 1 1,3   ٌكافئ  
2

1,44 1 1,69   إذن 
 

2
11,44 1,69

2,3 2,2






 
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أي 
 

2
1

0,62 0,77





  وعلٌه  0,77 0,62f    . 

4 دراسة وضعٌة  fCبالنسبة إلى حامل محور الفواصل . 

من أجل ذلك ندرس إشارة  f x. 

       
1 1

1 ln 2 1 ln 2f x x x x
x x

 
      
 

 


2e10 x

+  +       0  1x  
 +  0    ln 2x  

+    + f x 

 fC  فوق محور الفواصل فً المجالٌن 0;1 2 و;e   و  fC 21 تحت محور الفواصل فً المجال;e  .

و  fC  2  و 1ٌقطع محور الفواصل فً النقطتٌن اللتٌن فاصلتٌهماe. 

 الرسم

III) Fالدالة الأصلٌة للدالة f على المجال  0;والتً تحقق :  1 3F  

1  تبٌٌن أن منحنى الدالة Fيقبل مماسين موازيين لمحور الفواصل . 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً 0; :   'F x f x. 

 ' 0F x  ًتعن   0f x  1  ومنهx  2 أوx e. 

   يقبل مماسين مىازيين لمحىر الفىاصل عند النقطتينFمنحنى الدالة  وبالتالً 

 .2e  و 1اللتين فاصلتيهما 

2 ّتبٌٌن أن lnx x x x هً دالة أصلٌة للدّالة lnx x على  0;. 

نضع   lnh x x x x  ومنه   
1

' ln 1 ln 1 1 lnh x x x x x
x

        

lnx هً دالة أصلٌة للدالة hوعلٌه الدالة  x على  0;. 

. Fاستنتاج عبارة 

لدٌنا    
1 1 1

1 ln 2 ln 2 ln 2f x x x x
x x x

 
       
 

 

ومنه    
21

ln 2 ln 2ln
2

F x x x x x x x       حٌث 

أي    
21

ln 3 ln 2ln
2

F x x x x x x      

بما أنّ  1 3F   3 فإن 3    0 أي  إذن    
21

ln 3 ln 2ln
2

F x x x x x x   . 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 :الحل المفصّل للموضوع الثانً

 :التمرٌن الأوّل
لدٌنا  2;4;1A ، 0;4; 3B  ، 3;1; 3C  و  1;0; 2D . 

 .الإجابة بصحٌح أو خطأ

1 لدٌنا  2;0; 4AB  


 و  1; 3; 4AC  


 و 
2 0

1 3





C و A ،B إذن الشعاعان غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه النقط 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y
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سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك

 . صحيحت1تعينّ مستىيا وعليه العبارة 

2 2 2 11 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

2لدٌنا  2 11 4 8 1 11 0A A Ax y z        ،2 2 11 0 8 3 11 0B B Bx y z       

2و  2 11 6 2 3 11 0C C Cx y z        ومنه إحداثٌات النقط A ،B و C تحقق المعادلة المعطاة وعلٌه العبارة 

 .صحٌحة

3 النقطة  3;2; 1E  هً المسقط العمودي للنقطة D على المستوي  ABC. 

لدٌنا 2;2;1DE


  و  2;2; 1n 


 شعاع ناظمً للمستوي  ABC و 
2 1

2 1



DE إذن الشعاعان 


n و 


 غٌر 

 .مرتبطٌن خطٌا وعلٌه العبارة المعطاة خاطئة

4 المستقٌمان  AB و  CDمن نفس المستوي  .

 خارجة عن هذا المستوي فإن المستقٌمان D والنقطة C و A ،Bبما أنه ٌوجد مستو وحٌد ٌشمل النقط  AB و 

 CDلٌسا من نفس المستوي وعلٌه العبارة المعطاة خاطئة  .

5 

2 1

1 ;

1

x t

y t t

z t

 


  
   

 تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  CD .

لدٌنا  2;1; 1DC 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  CD .

   ; ;M x y z CD ًمعناه ٌوجد عدد حقٌق  بحٌث DM DC
 

ومنه 

2 1

;

2

x

y

z



 



 


 
   

 1 وبأخذt   نجد 

 

 

2 1 1

1 ;

1 2

x t

y t t

z t

   


  
    

 أي 

2 1

1 ;

2

x t

y t t

z t

 


  
   



. وعلٌه العبارة صحٌحة

6 ٌوجد عددان حقٌقٌان  و  حٌث النقطة 
3 9

;4;
5 5

I
 

 
 

 مرجح الجملة     ; ; ;A B .

لدٌنا 
7 14

;0;
5 5

IA
 
 
 


 و 

3 6
;0;

5 5
IB

 
 

 


 إذن 

7

3
IA IB 
 

3 وعلٌه  7IA IB 
 

3 أي  7 0IA IB 
  

 .

إذن    ; 3;7  وعلٌه العبارة صحٌحة . 

 :التمرٌن الثانً

62
i

Az e


 ، 
B Az z  و  C A Bz z z  . 

1كتابة  ( أBz و Czًعلى الشكل الأس . 

5

66 6 62 2 2 2
ii i i

i
ABz z e e e e e

  


 
   

         

  22 2
i

C A Az z z i e




      

 تنتمً إلى دائرة C و A ،Bاستنتاج أن النقط  (ب  ٌطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرها. 

2Aلدٌنا  B Cz z z   2 معناهOA OB OC   إذن النقط A ،B و C تنتمً إلى الدائرة  التً مركزها  

O 2 ونصف قطرها. 

إنشاء الدائرة  (جـ  والنقط A ،B و C. 
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سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك

23التحقق أن  ( أ
i

B C

B A

z z
e

z z







. 

3
3 2 3 3 1 3

2 23 3 2 3

i
B C

B A

z z i i i
i e

z z i i


     

    
     

. 

 . مركز ثقل هذا المثلثO متقاٌس الأضلاع وأن النقطة ABCاستنتاج أن المثلث  (ب

3لدٌنا  
i

B C

B A

z z
e

z z







3  معناه  
i

C B

A B

z z
e

z z







1C ومنه  B

A B

z z

z z





arg و 

3

C B

A B

z z

z z

 
  

 
 

BCوهذا ٌعنً أنّ  BA و  ;
3

BA BC



 

 متقاٌس الأضلاع فٌكون مركز الدائرة ABC وبالتالً المثلث 

 . هً مركز ثقلهOالمحٌطة به هً مركز ثقله أي 

تعٌٌن وإنشاء  (جـ E  مجموعة النقط M 3 ذات اللاحقة حٌثz z i  . 

3z z i   ًتعن  3z z i   أي OM AM ًوبالتال  E هً محور القطعة  OA.

3 أ ـ تعٌٌن زاوٌة الدوران r الذي مركزه O وٌحول C إلى A. 

26
6 2 3

2

2

2

i
i i

A

i
C

z e
e e

z
e


  



 
 

 



   إذن زاوٌه الدوران rًه 
2

3


. 

 طرٌقة مختلفة

             
2

; ; ; ; ; arg arg
6 2 3

A COC OA OC u u OA u OA u OC z z
  

        
         

OAولدٌنا  OC  ومنه زاوٌة الدوران rًه 
2

3


. 

تبٌان أن صورة  (ب E بالدوران r هً محور القطعة  OB .

 إذن O مضلع منتظم مركزه ABCلدٌنا    
2

; ;
3

OC OA OA OB


 
   

A هً صورة النقطةB وهذا ٌعنً أن

 نقطة من Mلتكن E ؛'M صورتها بالدوران .

لدٌنا  r A B و   'r M M إذن حسب الخاصٌة الممٌزة للدوران فإن 'OM OM و 'AM BM

OMولدٌنا  AM ومنه ' 'OM BM وهذا ٌعنً أن 'M تنتمً لمحور القطعة  OB .

صورة وعلٌه  E بالدوران r هً محور القطعة  OB. 

 :التمرٌن الثالث

1 ر الدالة ٌّ  .f تعٌٌن إتجاه تغ

 تقبل الإشتقاق على fالدالة 0; ولدٌنا  
 

   
2 2

4 1 4 1 3
'

1 1

x x
f x

x x

  
 

 
. 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; لدٌنا  ' 0f x  وبالتالً الدالة f متزاٌدة تماما على  0;. 

2 دراسة وضعٌة  fC بالنسبة إلى المستقٌم  D. 

 عددا حقٌقٌا من المجال xلٌكن  0;. 
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 
 

2 2

2

3 13 3 13

2 24 1 4 1 3 1

1 1 11

x x
x x x x x x

f x x x
x x xx

    
    

              
  

 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; ،

3 13

2
0

1

x

x

  
 

  


 ومنه إشارة  f x xمثل إشارة  

 
3 13

2
x

 
  
 

. 


3 13

2


0 

x

        0  +  f x x 

  fC تحت  D                       fC فوق  D 

  fC و  D 

 ٌتقاطعان فً النقطة ذات 

الإحداثٌتٌن  
3 13 3 13

;
2 2

  
 
 

 

 الوضعٌة

II)  نعتبر المتتالٌتٌن nu و  nvًالمعرفتٌن كما ٌل  :
 

0

1

2

n n

u

u f u





 و 

 
0

1

5

n n

v

v f v





. 

1إنشاء على محور الفواصل الحدود  ( أ
0u ،

1u ،
2u ،

3u ،
0v ،

1v ،
2v و  

3v. 

تخمٌن اتجاه تغٌر وتقارب كل من المتتالٌتٌن  (ب nu و  nv. 

حسب الشكل ٌبدو أن المتتالٌة  nuمتزاٌدة و  nv متناقصة وٌتقاربان نحو العدد 
3 13

2


. 

2إثبات أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أn ،2 nu   5 وnv  . 

02لدٌنا  u   0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

2نفرض أن  nu   ًمن أجل عدد طبٌع n 12 ونبرهن صحة الخاصٌة nu  . 

2 nu   معناه      2 nf f u f  لأن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;. 

بما أن  1n nu f u  و  f   و   2 3f  إذن  
13 nu   12 أي nu  . 

n ،2ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع ٌكون من أجل عدد طبٌعً  nu  . 

0وكذلك لدٌنا  5v   0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

5nvنفرض أن    ًمن أجل عدد طبٌع n 1 ونبرهن صحة الخاصٌة 5nv  . 

5nv   معناه      5nf f v f  لأن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;. 

بما أن  1n nv f v  و  f   و   
7

5
2

f  1  إذن

7

2
nu   1 أي 5nv  . 

n ،5nvومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع ٌكون من أجل عدد طبٌعً    .
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ر المتتالٌتٌن   (ب ٌّ استنتاج اتجاه تغ nu و  nv. 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً 0; ،  0f x x ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع  n، 

2 nu   فإن   0n nf u u  أي  
1 0n nu u   وعلٌه المتتالٌة  nuمتزاٌدة . 

 من المجال xومن أجل كل عدد حقٌقً  ;  لدٌنا   0f x x ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،

5nv   فإن   0n nf v v  أي 
1 0n nv v   وعلٌه المتتالٌة   nvمتناقصة . 

3تبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أn ، 1 1

1

3
n n n nv u v u   . 

  1 1

4 1 4 1 4 . 4 1 4 . 4 1

1 1 1 1

n n n n n n n n n n
n n

n n n n

v u v u v u v u v u
v u

v u v u
 

        
   

   
 

  
 

  1 1

33 3

1 1 1 1

n nn n
n n

n n n n

v uv u
v u

v u v u
 


  

   
 

n ،2nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً   1 معناه 3nu   2  وnv  5  لأنnv   1 معناه 3nv   

إذن   1 1 9n nv u   ٌكافئ  
  

3 1

1 1 3n nv u


 
، n وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

n nv u 

فإنّ 
 

  
 

3 1

1 1 3

n n

n n

n n

v u
v u

v u


 

 
 أي  1 1

1

3
n n n nv u v u   . 

، nتبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب
1

1
0

3

n

n nv u



 
    

 
. 

لدٌنا 
0 0 5 2 3v u    و  

0 1 1
1 1

3
3 3

 

   
    

   
  أي 

0 1

0 0

1

3
v u



 
   

 
0n  ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل  . 

نفرض أنّ 
1

1

3

n

n nv u



 
   

 
 ونبرهن أن 

1 1

1 1

1

3

n

n nv u

 

 

 
   

 
1  أي نبرهن أن  1

1

3

n

n nv u 

 
   

 
. 

لدٌنا 
1

1

3

n

n nv u



 
   

 
  معناه  

1
1 1 1

3 3 3

n

n nv u



 
   

 
  أي  

1 1

3 3

n

n nv u
 

   
 

 ولدٌنا حسب السؤال السابق 

n ،من أجل كل عدد طبٌعً 1 1

1

3
n n n nv u v u    1  ومنه 1

1

3

n

n nv u 

 
   

 
 

، nوعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً 
1

1

3

n

n nv u



 
   

 
. 

n ،nuومن جهة أخرى لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  و  nv  ومنه  n nv u 0  أيn nv u . 

: nوبالتالً من أجل كل عدد طبٌعً
1

1
0

3

n

n nv u



 
    

 
. 

استنتاج أن  (جـ lim 0n n
n

v u


 . 

بما أنّ 
1

1
lim 0

3

n

n





 
 

 
 حسب النهاٌات بالمقارنة نستنتج أن  lim 0n n

n
v u


  .
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تحدٌد نهاٌة كل من  nu و  nv. 

لدٌنا المتتالٌة  nu متزاٌدة والمتتالٌة  nv متناقصة و  lim 0n n
n

v u


  إذن المتتالٌتان  nu و  nv  متجاورتان

 .فهما متقاربتان ولهما نفس النهاٌة 
بما أن  nu متقاربة فإن 

1lim limn n
n n

u u
 

   ولدٌنا  1n nu f u والدالة f مستمرة على  0; إذن 

 f  وحسب ماسبق 
3 13

2


ًوبالتال  

3 13
lim lim

2
n n

n n
u v

 


 . 

 :التمرٌن الرابع

I) g  الدالة المعرفة علىبـ  :  2 21 2 xg x x e   . 

1 ر الدالة ٌّ  .g دراسة اتجاه تغ

 ولدٌنا  تقبل الاشتقاق على gالدالة    2 2 2 2' 2 2 2 1x xg x e e      .

 لدٌنا xمن أجل كل عدد حقٌقً  ' 0g x  ومنه الدالة g متناقصة تماما على . 

2 تبٌٌن أن المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  ًف . 

لدٌنا   2 2lim lim 1 2 x

x x
g x x e 

 
     و 

   
2 2

2 2 1 2
lim lim 1 2 lim 2 2

2 2 2 2

x
x

x x x

x e
g x x e x

x x




  

 
        

  

 المعادلة k إذن من أجل كل عدد حقٌقً وتأخذ قٌمها فً  مستمرة ومتناقصة تماما على gومنه الدالة 

 g x k ًتقبل حلا وحٌدا ف  وبالأخص المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  ًف . 

0,36التحقق أنّ  0,37 . 

 0,36 0,002g  و  0,37 0,02g    إذن   0,36 0,37 0g g  0,36 ومنه 0,37 . 

3 استنتاج إشارة  g x على . 

 . متناقصة تماما على gلدٌنا الدالة 

xإذا كان   فإن    g x g  أي   0g x . 

xإذا كان   فإن    g x g  أي   0g x  ّ؛ كما أن   0g  . 

II) f  الدالة العددٌة المعرفة علىبـ  :  2 2 1xf x xe x  .

1تبٌٌن أنّ  ( أ   2 2' xf x e g x . 

     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2' 2 1 1 2x x x x xf x e xe e x e e g x            . 

إشارة  (ب 'f x مثل إشارة  g x. 

xإذا كان    فإن x   ومنه   0g x  أي  ' 0f x . 

xإذا كان    فإن x   ومنه   0g x  أي  ' 0f x . 

 متناقصة تماما على gوبالتالً الدالة  ;   ومتزاٌدة تماما على  ; . 

2 حساب نهاٌة f عند  و . 

2 2 2 21
lim lim 2 0

2

x x

x x
xe e xe

 
   ومنه   2 2lim lim 1x

x x
f x xe x

 
    . 

  2 2 1
lim lim 1x

x x
f x x e

x



 

 
     

 
 .
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ٌّرات الدالة  .fجدول تغ

  x 

+      0   'f x 

 

  f  

 f x 

3 حساب  lim 1
x

f x x


    .

2 2 2 21
lim 1 lim lim 2 0

2

x x

x x x



  
 

ومنه  fC 1 ٌقبل مستقٌم مقارب مائل معادلتهy x   بحوار . 

4 دراسة وضعٌة المنحنى  fC بالنسبة إلى المستقٌم  . 

  2 21 xf x x xe   ً؛ من أجل كل عدد حقٌقx ،2 2 0xe   ومنه إشارة    1f x x  هً نفس إشارة x. 

 0  x

 +               0                1f x x  

  fC فوق                       fC تحت   

  fC و    

 ٌتقاطعان فً النقطة ذات 
الإحداثٌتٌن   0;1. 

 الوضعٌة

5 انشاء   و  fC. 

(Cf)

2-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y




