
  الشعبة : ریاضیات  – 2015للبكالوریا  الأولالتجریبي تصحیح الموضوع 

  العلامة  التصحیح 

 : التمرین الأول    
التالیة : zالمعادلة ذات المجھول المركب حل في مجموعة الأعداد المركبة  )1

2 8 17 0z z  .  
 

 2عادلة : حل الم 8 17 0z z   

 :حساب الممیز  -     
2

8 4 1 17 4       

أي  
2

2i   

 المعادلة تقبل حلین ھما : -

1

8 2
4

2

i
z i


              ،2

8 2
4

2

i
z i


    

مجموعة الحلول:  4 ;4S i i    

0.5 2 0.25   

في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  )2 , ,O u v
 

نعتبر 

4التي لواحقھا على الترتیب B,AD,النقط  , 4b i a i     وd i . 

2ذات اللاحقة  الدوران الذي مركزه النقطة  Rو لیكن    و زاویتھ
2


 

'من الشكل :  Rبین أنَ العبارة المركبة للدوران   )أ  2 2z iz i  .  

 

 بیان أن العبارة المركبة للدوران تR  : من الشكل' 2 2z iz i  : 

من الشكل : Rالعبارة المركبة للدوران  - 2'
i

z e z


    

أي  ' 2 2z i z             ومنھ ' 2 2 2 2z i z iz i       

'إذن   2 2z iz i    

0.75 

1 ھي Rبالدوران Bصورة النقطة Cتحقق أنَ لاحقة النقطة   )ب  2c i    

  لاحقة النقطة التحقق أنC صورة النقطةB بالدورانR 1 ھي 2c i : 
 لدینا  : R B C   یعني

 2 2 4 2 2 4 1 2 2 1 2c i b i i i i i i i              

1 2c i   

0.25 

بین أنَ :   )ج 
c d

i
c b


 


   .BCDثم أستنتج طبیعة المثلث  

  أن تبیان
c d

i
c b


 


: 

لدینا :  -
 
 

  
  

1 2 1 3 31 3

1 2 4 3 3 3

i i i ic d i

c b i i i i i

      
  

         
 

ومنھ 
3 9 3 10

9 1 10

c d i i i
i

c b
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  استنتاج طبیعة المثلثBCD: 

1ا : لدین -
c d

i
c b


  


ولدینا     arg arg

2

c d
i

c b

 
    

 
 

1 یعني -
DC

BC
   أيDC BC    و ,

2
BC DC


 

 
BCأي   DC

 
 

  ومتساوي الساقین Cقائم في BCDالمثلث إذن 

0.25 0.25 

   تنتمي الى نفس الدائرة یطلب تعیین مركزھا نصف قطرھا  Dو  B,AC,بین أنَ النقط   )د 

 أنَ النقط  تبیان,B,AC  وD  تنتمي  

  :لى نفس الدائرة ا

  وبالتالي  Cقائم في  BCDالمثلث 
,Dالنقط  ,BC ى دائرة مركزھا تنتمي ال  

  .منتصف الوتر أي 
  ولدینا : 

4 2 2AA z z i i         

 5A   

5Aإذن :  B C D      
  تنتمي الى نفس الدائرة Dو  B,AC,ومنھ النقط 

مركزھا  2;0  5ونصف قطرھاR .  

 
 

 
 

0.5 
 
 
 
 
 
 

0.5 
 
 

عین  )ه  E  مجموعة النقطM  من المستوي ذات اللاحقةz  ، بحیث یكون
2 2

4 16i z i z     .  
 

  تعیین مجموعة النقط E : من المستوي والتي تحقق
2 2

4 16i z i z     : 
2 2

4 16i z i z        2  یعني 2 16MD MA   

منتصف القطعة  Iولتكن النقطة  DA  

إذن لدینا :    
2 2

16MI ID MI IA   
   

  

أي 
2 2 2 2

2 . 2 . 16MI MI ID ID MI MI IA IA     
       

  

2ومنھ  . 2 . 16MI ID MI IA 
   

لان         
2 2

ID IA
 

 )I  منتصف القطعة DA(  

وبالتالي :  2 . 16MI ID IA 
  

2أي    . 16MI AD 
 

  

.إذن :  8IM DA 
 

  

على Mودي للنقطة المسقط العم Hلتكن  DA  حیث. 8IH DA 
 

  

8IHأي  DA  
4ولدینا :  - 4 4A DDA z z i i          2وبالتاليIH  

 .A منطبقة على النقطة Hوبالتالي  -

.إذن  8IM DA 
 

یعني     . 8IH HM DA 
  

  

.ومنھ  . 8IH DA HM DA 
   

8أي         . 8HM DA 
 

  

.وبالتالي  0AM DA 
 

H( لان       A(  
المجموعة  E  ھي المستقیم العمودي على DA  و المار منA        أي

  
  
  
  
  
  
  
  
01  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  





   E AB  

 بطریقة أخرى :أو 
2 2

4 16i z i z            یعني
2 2

4 16i x iy i x iy         

ومنھ :    
2 2

1 4 1 16x i y x y           

أي        
2 2 2 2

1 4 1 16x y x y           ومنھ
2 216 8 16x x x     

8ومنھ :   32x   
4xوبالتالي :       المجموعة E  4ھي المستقیم ذي المعادلةx   العمودي على

 'x x النقطة  المار منوA  

  
  
  
  
 

 : التمرین الثاني    

في الفضاء المنسوب الى المعلم المتعامد و المتجانس    , , ,O i j k
  

نعتبر النقطتین  

   3, 1,0 , 2,1,1I A  و P  مجموعة النقط , ,M x y z   ،من الفضاء التي تحقق

2 . 0MA MA MI 
 

  

  

تنتمي الى المجموعة Aبین أن النقطة أ)  )1 P  .    

  تبیان أن النقطةA المجموعة تنتمي الى P : 

2لدینا :  - . 0AA AA AI 
 

ومنھ    A P  
0.5  

ب) بین أن المجموعة  P 2ھي مستو 1 0x y z      لھ.  دیكارتیة معادلة    

  ة المجموعتبیان أن P 2ھي مستو 1 0x y z      لھ  دیكارتیة معادلة: 

2لدینا :  - . 0MA MA MI 
 

یعني    
2

. 0MA MA MI 
  

 

ومنھ  . 0MA MA MI 
  

أي           . 0MA MA IM 
  

  

.وبالتالي      0MA IA 
 

.أي        0AM AI 
 

  

المجموعة   P  ھي مستوIA


  Aشعاع ناظمي لھ و یمر من النقطة 

تعیین معادلة دیكارتیة للمستوي  - P: 

لدینا :  1; 2; 1AI  


        

معادلة  P  2من الشكل 0x y z d     

نجد :  A: نعوض بإحداثیات النقطة  dتعیین قیمة  - 2 2 1 1 0d    

1dومنھ     أي معادلة P  2ھي 1 0x y z     

0.5  



لتكن  )2 S  سطح كرة مركزھا النقطةI  وتمر من النقطةA. 

  تحقق أن نصف قطر سطح الكرة S 6ھوR  ثم عین معادلة دیكارتیة لسطح الكرة S  
  

  التحقق أن نصف قطر S 6ھوR : 

لدینا :  -     
2 2 2

1 2 1 6R AI      . 

تعیین معادلة دیكارتیة لسطح الكرة  - S: 

   
2 2 23 1 6x y z      

  
  

0.5  
  
  
  

0.5  

لیكن  )3 'P 2المستوي ذي المعادلة 4 0x y z   . 

بین أن   )أ  'P  یقطع S  وفق دائرة C یطلب تعیین مركزھاH  ونصف قطرھاr.  
  

  تبیان أن 'P  قطع S  وفق دائرة C: 

لدینا :  -  
   

     
2 2 2

2 3 1 0 4 3 3 6 6
, '

6 262 1 1
d I P

   
   

  
 

:  أي لدینا  , 'd I P R   ومنھ 'P  قطع S  وفق دائرة C  

0.25  

  تعیین مركز الدائرة C : ونصف قطرھا 

تمثیل وسیطي للمستقیم -   المار منI مركز سطح الكرة Sو العمودي على 'P: 

   
2 3

: 1;

x t

y t t

z t

 


    
 

  

نقطة تقاطع المستقیم Hتعیین  -   مع المستوي 'P:  

نحل لجملة : 

2 3

1

2 4 0

x t

y t

z t

x y z

 
   



    

  

إذن :    2 2 3 1 4 0t t t          6ومنھ 3 0t    
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وبالتالي 
1

2
t       و بالتالي

2

1

2

1

2

x

y

z


 


 



 

أي    
1 1

2; ;
2 2

H
 
  

 
  

 دائرة التقاطعحساب نصف قطر  C:   2 2 6
, ' 6

4
r R d I P        

3 2

2
r   

لتكن   ) ب 2; 2; 2B    نقطة من الفضاء  تحقق من  أن القطعة AB أحد أقطار الدائرة C    

  التحقق من أن القطعة AB أحد أقطار الدائرة C: 

      لدینا :  -     
2 2 2

2 2 2 1 2 1 18 3 2 2AB r           

وبالتالي  AB  أحد أقطار الدائرة C  

0.5  

یكارتیة للمستوي أكتب معادلة د  )ج  Q   المماس لسطح الكرة S في النقطةB .    

  كتابة معادلة دیكارتیة للمستوي Q: 

-  1; 1; 2IB   


شعاع ناظمي للمستوي   Q. 

معادلة  - Q  2من الشكل 0x y z d     

نجد : Bنعوض بإحداثیات النقطة  dلتعیین قیمة  -     2 2 2 2 0d       

4dأي     

إذن :   : 2 4 0Q x y z      

  

0.5  

 : التمرین الثالث    

    .7على العدد5n، بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي  )1

  5دراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعددn7على العدد: 
  لدینا :  -

 05 1 7   15 5 7   25 4 7   35 6 7   45 2 7   55 3 7  

 65 1 7      

  
  

0.75  
  
  
  



6pتشكل متتالیة دوریة دورھا  7على العدد5nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  -  

 لدینا : kمن أجل كل عدد طبیعي  -
6 5k   6 4k   6 3k   6 2k   6 1k   6k  n  

3  2  6  4  5  1   5 ... 7n   
  

  
  
  

0.75  

6بحیث یكون العدد nعین قیم العدد الطبیعي )2 3 6 4 219 5 4 1n n n     قابلا للقسمة على
 7العدد 

  
  

  تعیین قیم العدد الطبیعيn : بحیث یكون 6 3 6 4 219 5 4 1 0 7n n n     : 

لدینا :  - 19 5 7    ومنھ 6 3 6 319 5 7n n        أي 6 319 6 7n  

ولدینا :  - 6 45 2 7n  

إذن :  - 6 3 6 4 219 5 4 1 0 7n n n     یكافئ  26 2 4 1 0 7n    

أي  24 5 0 7n    

ومنھ :  24 5 7n         إذن 24 2 7n   

وبالتالي :  2 4 7n   

6 5  4  3  2  1  0   ... 7n   

1  4  1  2  4  1  0   2 ... 7n   

ومنھ :  - 2 4 7n        یعني 2 7n     أو 5 7n  

7 أي  2n     7  أو 5n            مع   

3( N 1عدد طبیعي یكتب 0xx  حیث 5في نظام التعداد ذي الأساس .x. عدد طبیعي 
  .35قابلا للقسمة على Nحتى یكون العدد  xعین قیم العدد الطبیعي   ) أ

01  

  تعیین قیم العدد الطبیعيx حتى یكون العددN 35قابلا للقسمة على: 

3لدینا :  - 2 1 01 5 5 5 0 5 125 30N x x x             5معx  
یعني         35یقبل القسمة على  Nوبالتالي  0 35N   

أي أن  0 7N        لان 0 5N      7أولي مع 5و  

وبالتالي   0 7N    یعني 125 30 0 7x   

ومنھ :  6 2 0 7x   

یعني  2 6 7x      أي 2 1 7x   

وبالتالي :  4 7x   

7أي  4x k             5معx              0إذن من أجلk   4نجدx   

01  

    في النظام العشري .Nأكتب العدد   ) ب

  كتابة العدد Nفي النظام العشري: 

 125 30 4 245N              245N   
0.5  

 : التمرین الرابع    

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددیة  0; : بـ 
2 2

3ln
3

x
f x x

x

 
   

 
  

نسمي  fCمتعامد و المتجانس المنحني الممثل لھا في المستوي المنسوب إلى المعلم ال , ,O i j
 

.  

  



  

I. 1 أحسب نھایتي الدالة (f وعند 0عند.    

   حساب نھایتي الدالةf: 

-  
2

0 0

2
lim lim 3ln

3x x

x
f x x

x  

  
     

  
لان        

2

0

2

0

2
lim

3

2
lim ln

3

x

x

x

x

x

x









  
   

  


    
 

 

-  
2 2

lim lim 3ln
3x x

x
f x x
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لان  

2

2

2
lim

3

2
lim ln

3

x

x

x

x

x

x





  
   

  


    
 

  

0.25 0.25

  

x ،موجب تماما  حقیقي بین أنھ من أجل كل عدد )2 
  

 

2

2

1 4 6
'

2

x x x
f x

x x

  



ثم  

 fاستنتج اتجاه تغیر الدالة 

  

  

  حساب 'f x: 

 

   
 

2

2 2 2

2 2 2

2 3 3 2

3 6 3 6 3
' 1 3 1 3

2 9 2

3

x x x

x x x x
f x

x x x

x

 

 
      

 
  

أي  
   

2 2 2 3 2

2 2 2 2

6 3 6 9 3 6 3 2 6
' 1 1

9 2 2 2

x x x x x x x
f x

x x x x x x

     
     

  
  

وبالتالي :  
  

 

2

2

1 4 6
'

2

x x x
f x

x x

  



  xمن أجل كل عدد حقیقي موجب تماما   

0.75  

  استنتاج اتجاه تغیر الدالةf: 

 ' 0f x      یعني
  

 

2

2

1 4 6
0

2

x x x

x x

  



  

1ومنھ  0x          2أو 4 6 0x x  ) 16لیس لھا حل لان 24 8 0       ( مع

 0;x   

1xومنھ     

رة إشا 'f x  من إشارة  21 4 6x x x    لان 2 2 0x x    

  
  
  

0.5  



                                               1                             0    x  
                                            0              1x   
                                                                   2 4 6x x  

                                                  0                 'f x 

متناقصة على المجال  fالة الد - 0;1  و متزایدة على المجال 1;.  

  

    .fشكل جدول تغیرات الدالة  )3

 ة جدول تغیرات الدالf:  

                                               1                             0    x  
                                                 0                 'f x 

                                                                         
  

                     1   

  
 f x 

0.5  

أدرس الوضع النسبي للمنحني  )4 fC بالنسبة الى المستقیم  ذي المعادلةy x. 

  
  

  دراسة الوضع النسبي للمنحني fCتقیم بالنسبة للمس   ذي المعادلةy x: 

ندرس إشارة الفرق  - f x y 

لدینا :  - 
2 22 2

3ln 3ln
3 3

x x
f x y x x

x x

    
       

   
 

-   0f x y    یعني
2 2

3ln 0
3

x

x

 
 

 
 

ومنھ 
2 2

ln 0
3

x

x

 
 

 
أي    

2 2
1

3

x

x


  

2وبالتالي   - 2 3x x  

2إذن  :  3 2 0x x    

حساب الممیز :  -    
2

3 4 1 2 9 8 1       

1المعادلة تقبل حلین متمایزین ھما :  

3 1
1

2
x


    ،1

3 1
2

2
x


   

  
                                      2                      1                                 0       x  

                                       0                   0                 f x y  

  fC یقع فوق                 fC              یقع     fC فوق     یقع

                                fC     تحت     fC                          

یقطع                                               یقطع   

  

 

  

01  

أحسب  )5 4f ثم أرسم و fC.    

  حساب 4f:   
  



-  
16 2 18

4 4 3ln 4 3ln 5.22
3 4 12

f
 

     
 

 

 : الرسم 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

0.25  
  
  
  
  
  
  

01  

II.  نعتبر المتتالیة العددیة n n
u


0 المعرفة بـ : 

3

2
u   و من أجل كل عدد طبیعيn ،

 1n nu f u . 

n ،1برھن أنھ من أجل كل عدد طبیعي  )1 2nu .  

  

  البرھان بالتراجع على أنھ من أجل كل عدد طبیعيn ،1 2nu : 

نسمي  - P n . ھذه الخاصیة 

0nمن أجل  -1   : لدینا 

0

3

2
u         01إذن 2u      ومنھ 0P . صحیحة  

نفرض صحة  -2 P n  1أي نفرض أن 2nu . 

ونبرھن على صحة  1P n   11أي نبرھن أن 2nu    

  
1لدینا :  2nu      ومنھ     1 2nf f u f     لان الدالةf  متزایدة تماما على

المجال   1;2  

11       ومنھ - 2nu                       لان 1n nu f u   ، 1 1f   و 2 2f   

أي  1P n  . صحیحة  

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإن  - P n  صحیحة من أجل كل عدد طبیعيn. 

n ،1 من أجل كل عدد طبیعي  2nu .  

0.75  

أدرس رتابة المتتالیة  )2 n n
u


    ثم استنتج أنھا متقاربة .

  رتابة المتتالیةدراسة n n
u


تغیرات المتتالیة أي دراسة   n n

u


: 

1nندرس إشارة الفرق  - nu u  

لدینا :         
2 2

1

2 2
3ln 3ln

3 3
n n

n n n n

n n

u u
u u u u

u u


    
       

   
  

 بما أن - 1;2nu         فإن
2 2

3ln 0
3
n

n

u

u

 
 

 
  

من أجل  1;2x  فإن  0f x x     ) 4( السؤال((  

  

0.5  



1وبالتالي   0n nu u    ومنھ المتتالیة n n
u


  ة تماما .متناقص 

  استنتاج أن المتتالیة n n
u


 متقاربة : 

المتتالیة  - n n
u


فھي متقاربة وتتقارب   وھي متناقصة تماما  1محدودة من الأسفل بالعدد  

  . 1من العدد

0.5  

 عین نھایة المتتالیة )3 n n
u


.    

    تعیین نھایة المتتالیة n n
u


:       lim 1n

n
u
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 بالتوفیق و النجاح  2015في البكالوریا   

 



  الشعبة : ریاضیات       الثاني   التجریبي تصحیح الموضوع  

  العلامة  التصحیح 
  التمرین الأول   05 نقاط  
التالیة : zالمعادلة ذات المجھول المركب حل في مجموعة الأعداد المركبة  )1

  2 22 4 2 3 4 0z z z z    .    

  حل المعادلة  2 22 4 2 3 4 0z z z z    : 

  2 22 4 2 3 4 0z z z z      2یكافئ 2 3 4 0z z    2أو 2 4 0z z    

  : 2حل المعادلة 2 3 4 0z z   

حساب الممیز :       
2 2

2 3 4 1 4 12 16 4 2i          

2المعادلة تقبل حلین ھما :  1 1

2 3 2
3 i, 3

2

i
z z z i


       

0.5  

  2حل المعادلة 2 4 0z z   

حساب الممیز :       
22

2 4 1 4 4 16 12 2 3i         

  المعادلة تقبل حلین ھما :
2 2 3

'' ' 1 3, ' 1 3
2

i
z z i z i

 
         

0.5  

  المعادلةمجموعة حلول  2 22 4 2 3 4 0z z z z      : 

 3 ; 3 ; 1 3; 1 3S i i i i        
  

في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  )2 , ,O u v
 

نعتبر 

zالتي لواحقھا على الترتیب Dو B,AC,النقط  1 i 3, , 3C B A Az z z i       و

D Cz z. 

,أكتب الأعداد المركبة    ) أ ,C B Az z z  وDzعلى الشكل الأسي  

  

  كتابة الأعداد, ,C B Az z z  وDz:على الشكل الأسي 

  : 3لدیناAz i  

  حساب الطویلة  : 
2

23 3 1 2Az i      

  تعیین عمدة للعددAz  نضع : arg Az  

لدینا : 

3
cos

2

1
sin

2









 


ومنھ        2
6


        62أي

i

Az e


  

0.5  

  : 62ولدینا
i

B Az z e




   

 1 3Cz i   

حساب الطویلة :    
22

1 3 1 3 2Cz i         

 
 
 



: نضع : Czتعیین عمدة للعدد  ' arg Cz   

لدینا : 

1
cos '

2

3
sin '

2






 


  


ومنھ   
4

2
3


           إذن

4

32
i

Cz e


  

 
 
0.5 
 
  

  : ولدینا
4

32
i

D Cz z e




  

تنتمي الى نفس الدائرة  Dو B,AC,بین أن النقط   ) ب C . یطلب تعیین عناصرھا 

  
  

  أن النقط تبیان,B,AC وD  تنتمي الى نفس الدائرة C : 

  : 2لدیناA B C Dz z z z     2أيOA OB OC OD    

تنتمي الى نفس الدائرة  Dو B,AC,ومنھ النقط  C  ذات المركزO  2و نصف قطرھاr  

  

0.25  

Dبین أنَ : ج )  B

A C

z z
i

z z





ثم عین قیسا للزاویة الموجھة   ,CA BD

 
.                                                       

  تبیان أنD B

A C

z z
i

z z





ن قیسا للزاویة الموجھة یعیتثم   ,CA BD

 
: 

 :لدینا 

 
 

   
 

21 3 1 3 1 3 1 31 3 3

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3

D B

A C

i i iz z i i

z z i i i i

          
  

         
  

أي 
    

 
 
 

1 3 1 3 1 3 1 3

1 3 1 3 1 3 1 3

D B

A C

i i iz z
i i

z z i i

     
   

      
  

Dإذن  B

A C

z z
i

z z





  

  قیسا للزاویة الموجھة تعیین ,CA BD
 

: 

   , arg
2

CA BD i


 
 

  

0.5  

  ماذا تستنتج بالنسبة للمستقیمین AC و BD؟    

  الاستنتاج بالنسبة للمستقیمین AC و BD: 

 ,
2

CA BD



 

یعني      AC BD  
0.25  

الذي طویلتھ   nzنعتبر العدد المركب  )3
1

2n
و  

2

3

n
 عدد طبیعي .nعمدة لھ ، حیث  

nبـ :  nLونعرف العدد المركب      D nL z z .  

1أكتب كلا من العددین   ) أ 0,L L . على الشكل الجبري  

  

  1كلا من العددین  كتابة 0,L L  على الشكل الجبري: 

لدینا : 
4 2 0 4

3 3 3
0 0 0

1
2 2 1 3

2

i i i

DL z z e e e i
   

 

          

 
 
 



4 2 4 2 2

3 3 3 3 3
1 1 1

1 1 1 3
2 2

2 2 2 2

i i i i i

DL z z e e e e i
    

   

             

0   إذن   1 3L i                  1

1 3

2 2
L i    

 
 
0.5  

لتكن   ) ب nu :المتتالیة العددیة  المعرفة بـ n nu L   من أجل كل عدد طبیعيn. 

  بین أن المتتالیة nu . ھندسیة یطلب تعیین أساسھا و حدھا الأول 

  1لتكن النقط 0,..., ,nM M M 1صور الأعداد المركبة 0,..., ,nL L L . على الترتیب 

0المجموع ،  nأحسب بدلالة  1 ...n nS OM OM OM   
  

limثم أحسب   n
n

S


  

  

  تبیان أن المتتالیة nu: ھندسیة 

  : لدینا
1

2
2

n n D n D n n
u L z z z z       

  : 1إذن 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2

2 2 2 2 2 2
n nn n n
u u 

 
        

 
 

  1أي

1

2
n nu u  

ومنھ  nuأساسھا  ھندسیة
1

2
q  0 وحدھا الأول 0 1 3 2u L i      

0.5  

 0حساب المجموع 1 ...n nS OM OM OM   
  

: 

  : لدینا
1

0 1 0 1 0

1
... ...

1

n

n n n

q
S OM OM OM u u u u

q

 
          

 

  
 

1

1
1

1
1 12

2 4 1 4 2
1 2 21
2

n

n n

nS





  
                           

 

  

1
4 2

2

n

nS
 

   
 

  

  حسابlim n
n

S


: 

1
lim lim 4 2 4

2

n

n
n n

S
 

  
    

   
لان           

1
lim 0

2

n

n

 
 

 
  

 
 
 
 
 
 
 

0.5 
 
 
 
 
 

0.25  

  التمرین الثاني    04 نقاط  

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس    O ,i , j ,k
  

نعتبر النقط 

     1 3 2 0 1 4 1 2 3C ; ; ,B ; ; ,A ; ;   و 4 2 5D ; ; 2 و الشعاعn i a j bk  
   

  

  عددان حقیقیان . b,a  حیث   

Cأ) بین أن النقط  .1 ,B ,A  تعین مستویا ABC  .  

  

  تبیان أن النقطC ,B ,A : تعین مستویا 

  : لدینا 1 1 1AB ; ; 


و      2 5 1AC ; ;  


 

 
0.25 0.25 

 



لدینا : 
2 5 1

1 1 1

  
 

 
              

ACبحیث یكون ،  kإذن :لا یوجد عدد حقیقي  k AB
 

Cومنھ النقط   ,B ,A  لیست في

  .استقامیة فھي تعین مستویا

 
 

0.25  

nالشعاع  بحیث یكون b,aب)عین العددین الحقیقیین


للمستوي  ناظمیا  ABC  عین ثم

معادلة دیكارتیة للمستوي  ABC. 

  

  

  تعیین العددین الحقیقیینb,a الشعاع  بحیث یكونn


للمستوي  ناظمیا  ABC: 

  : لدینا 2n ;a;b


للمستوي  ناظمیا  ABC    یكافئ
n AB

n AC

 
 

 

  

یكافئ 
0

0

n.AB

n.AC

 
 

 

           یكافئ
 

 

2 1 0

2 2 5 0

a b

a b

     
    

  

یكافئ 
 

 

2 0 1

5 4 0 2

a b ...

a b ...

   
   

  

  : 2بالجمع نجد 5 4 0a b a b                 6ومنھ 6a     1أيa 

  1من أجلa  بالتعویض في المعادلة 1  : 1نجدb 

أي  2 1 1n ; ;


ناظمي للمستوي    ABC  

0.5  

  تعیین معادلة دیكارتیة للمستوي ABC: 

  معادلة ABC  2من الشكل 0x y z d    

  تعیین قیمةd  النقطة  بإحداثیاتنعوض 1 2 3A ; نجد :  ; 2 1 2 3 0d    

3dومنھ    
وي معادلة للمست ABC :2 3 0x y z     

0.5  

لیكن المستقیم  .2 :ذي التمثیل الوسیطي  

2 2

1

4

x t

y t ; t

z t

     
  

 

تنتمي إلى المستقیم  Dبین أن النقطة   )أ   وأن المستقیم  عمودي على المستوي

 ABC. 

  

  

 أن النقطة  تبیانD  تنتمي إلى المستقیم : 

  من أجل   4 2 5x; y;z ; ;  : بالتعویض في الجملة السابقة نجد 

4 2 2

2 1

5 4

t

t

t

    
  

 

ومنھ 

2 2

1

1

t

t

t

  
 

أي       

1

1

1

t

t

t

  
 

 ومنھ        D   

0.25  



  تبیان أن المستقیم  عمودي على المستوي ABC: 

  : لدینا 2 1 1n ; ;


شعاع ناظمي للمستوي    ABC 

  : ولدینا 2 1 1u ; ; 


شعاع توجیھ    

  : نلاحظ أنn u
 

nومنھ           u
 
          أي   ABC   

0.25  

على المستوي Dالمسقط العمودي للنقطة  Hعین إحداثیات النقطة   ) ب ABC: 

  
  

 ین إحداثیات النقطة یعتH  المسقط العمودي للنقطةD على المستوي ABC: 

  إحداثیات النقطةH : ھي حل للجملة 

2 2

1

4

2 3 0

x t

y t

z t

x y z

    

      

 

  أي     2 2 2 1 4 3 0t t t                6ومنھ 6 0t   

  1tوبالتالي 
إذن:  0 0 3H ; ;  

0.5  

والمستوي Dأحسب المسافة بین النقطة   ) ج ABC.    

  المسافة بین النقطة حسابD والمستوي ABC: 

  : لدینا        
2 2 2

4 2 3 5 24 2 6d D, ABC DH        

  بطریقة أخرى :أو  
   

     
2 2 2

2 4 2 5 3 12 12 6
2 6

662 1 1
d D, ABC

   
   

  
 

   2 6d D, ABC   

0.5  

    .ABCھي مركز ثقل المثلث Hبین أن النقطة   ) د
  تبیان أن النقطةH ھي مركز ثقل المثلثABC: 

 H ھي مركز ثقل المثلثABC      0      یعنيHA HB HC  
   

 

لدینا : 

1 0 1 0

2 1 3 0

0 1 1 0

HA HB HC

                                                            

  
0HAأي       HB HC  

   
  

        ABCھي مركز ثقل المثلث Hومنھ النقطة 

0.25  

أدرس تقاطع المستقیم   )3   مع المستوي O,i, j
 

 .    

  المستقیم دراسة تقاطع   مع المستوي O,i, j
 

: 

  لدینا معادلة للمستوي O,i, j
 

 ھو  ومنھ شعاع ناظمي لھ      0zھي   0 0 1k ; ;


 

  ولدینا شعاع توجیھ للمستقیم   ھو 2 1 1u ; ; 


. 

  : إذن   0 2 0 1 1 1 1 0k.u         
 

ومنھ          لا یوازي O,i, j
 

 

  أي   یقطع O,i, j
 

 . Fفي نقطة  

  

 
 
 
 
 
 
 

0.25 
 
 
 
 



  إحداثیات النقطةF  : ھي حل للجملة

2 2

1

4

0

x t

y t

z t

z

    

   

    

 
4أي  0t         4ومنھt  

  4من أجلt  بالتعویض في جملة التمثیل الوسیطي لـ  : نجد 

6

3

0

x

y

z

  
 

ومنھ               6 3 0F ; ;  

 
 
 
 
 

0.25 
 
 
 
 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  التمرین الثالث 04نقاط  

    .5على العدد  2nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي  )1
  2دراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعددn  5على العدد: 

  : لدینا  

 02 1 5   12 2 5   22 4 5   32 3 5   42 1 5  

4pتشكل متتالیة دوریة دورھا  5على العدد  2nالقسمة الاقلیدیة للعددإذن بواقي   .  

  لدینا :  kمن أجل كل عدد طبیعي 
4 3k   4 2k   4 1k   4k  n  

3  4  2  1  
باقي قسمة العدد 

2n  5على    

0.5 0.5  

عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد   )2 4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n    حیث  5على العدد

n.عدد طبیعي  
  

  تعیین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد 4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n    5على: 

  : لدینا 4 3 4 32017 2 5n n      أي 4 32017 3 5n  

 : ولدینا  8 82016 1 5n n    أي 82016 1 5n  

  و 2 1 2 12014 4 5n n   أي   
2 12 1 22014 2 5
nn    ومنھ 2 1 4 22014 2 5n n  

وبالتالي  2 12014 4 5n    

  إذن 4 3 8 2 12017 2 2016 2014 3 2 1 4 5n n n        

ومنھ  4 3 8 2 12017 2 2016 2014 0 5n n n      

0.75  



أي باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n     0ھو 5على  

    أولي .131بین أن العدد  )3
  أولي 131تبیان أن العدد: 

131لدینا :  11.45  
  وھي 11 تساوي أوصغر من الاعداد الأولیة الأد من یقبل القسمة على أي عد لا 131العدد

 2;3;5;7;11 

         131 10 11 ,131 5 7 ,131 1 5 ,131 2 3 ,131 1 2      

  ولي .131ومنھ العدد 

0.5  

التي تحقق :  nعین الأعداد الطبیعة  )4
3 7 2 48

5

nm d

ab m

   



 

حیث ، ,d PGCD a b  و ,m PPCM a b.  

  

  تعیین الأعدادn  : التي تحقق
3 7 2 48

5

nm d

ab m

   



 

  5 لدیناab m  ولدیناab md       5ومنھd  

 : 5 نضع 'a a  5و 'b b  مع' ' 1a b  )'a  أولي مع'b( 

  5إذنab m  5یعني ' 5 ' 5a b m     5أي ' 'm a b 

3وبالتالي :  7 2 48nm d      3معناه 5 ' ' 7 5 2 48na b      

 أي 5 3 ' ' 7 2 48na b     

3 ' ' 7a b  یعني  طبیعي   2 48 0 5n         ومنھ 2 3 0 5n    

أي  2 3 5n     : 4 وبالتالي 3n k   معk  

0.75  

7بحیث یكون ،  nعین قیم  )5 15n   ثم استنتج الثنائیات ;a b.    

  تعیین قیم العدد الطبیعيn  ، 7بحیث یكون 15n : 
  : 7لدینا 15n    7معناه 4 3 15k           4أي 4 12k  
  : 1وبالتالي 3k  

2kإذن            11ومنھn   

0.5  

  استنتاج الثنائیات ;a b: 

 11من أجلn   : لدینا 

  115 3 ' ' 7 2 48a b           ومنھ 5 3 ' ' 7 2000a b    

3أي  ' ' 7 400a b    
'ومنھ  ' 131a b   

مجموعة الثنائیات وبالتالي '; 'a b        131;1 , 1;131  

ومنھ مجموعة الثنائیات ;a b            655;5 , 5;655  

0.5  

   التمرین الرابع     )07 (نقاط  

بـ : المعرفة على المجموعة  fنعتبر الدالة العددیة     21 2 xf x x e   

نسمي  fC المنحني الممثل لھا في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس

 , ,O i j
 

  )2cm.( وحدة الطول 

  



I. 1 أحسب نھایتي الدالة (f عند وعند . 

  
 عند  حساب النھایات وعند : 

      2 2 2lim lim 1 2 lim 2 0x x x

x x x
f x x e e xe

  
       لان

2 2lim 0, lim 2 0x x

x x
e xe

 
  

     2lim lim 1 2 x

x x
f x x e

 
          لان 2lim , lim 1 2x

x x
e x

 
      

0.25 0.25  

 أحسب عبارة )2 'f x   من أجل كل عدد حقیقيx ثم استنتج اتجاه تغیر الدالة  ،f.    

 : حساب المشتقة 

      2 2 2 2' 2 1 2 2 2 2 4 4x x x xf x e x e x e xe           

  2' 4 xf x xe   من أجل كل  عدد حقیقيx  

0.25  

  استنتاج اتجاه تغیر الدالةf: 

 : جدول اشارة المشتقة 
شارة  'f xمن اشارة 

x 
  
 

  الدالةf متزایدة على المجال ;0  ومتناقصة على المجال 0;.  

                              0                           x  
                               0              x  
                               0               'f x  

0.25  

    .fشكل جدول تغیرات الدالة  )3

  جدول تغیرات الدالةf: 

  
                                0                           x  

                               0               'f x  

                                1     
  

                                                             0  
 f x 

0.5  

حل المعادلة  )4  0f x  ثم استنتج نقاط تقاطع fC  الفواصل.مع محور    

 دلة حل المعا  0f x : 

   0f x   یكافئ    21 2 0xx e        

1  یكافئ                       2 0x       2لان 0xe  

یكافئ                         
1

2
x  

 ج نقاط تقاطعااستنت fC  الفواصل:مع محور 

   
1

' ;0
2

fC x x
  

   
  

  

0.25  

أحسب  )5 1f ثم أرسم fC.    

  حساب 1f: 

      2 1 21 1 2 1 7.39f e e      

 

  
  
  
  



 : الرسم 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

0.25 0.5  
  
  
  

xعدد و إشارة حلول المعادلة ذات المجھول الحقیقي mناقش حسب قیم الوسیط الحقیقي  )6
التالیة :      :E f x f m    

  مناقشة حلول المعادلة     :E f x f m: 

  حلول المعادلة   f x f m  بیانیا ھي فواصل نقاط تقاطع المنحني fC  مع المستقیم ذي

المعادلة   y f m  الموازي لحامل محور الفواصل 'x x. 

 قیم تغیر f m  حسب قیمm  
 

  
  
  
  
  
  
  
  

 : المناقشة 

  إذا كان   ;0f m    أي
1

;
2

m
 

   
 تماما.موجبا المعادلة تقبل حلا  

  إذا كان  0f m   أي
1

2
m   موجبا المعادلة تقبل حلا

1

2
x . 

  إذا كان   0;1f m   أي 
1

;0 0;
2

m
 

    
 ة.في الاشار لین مختلفینالمعادلة تقبل ح 

  إذا كان  1f m   0أيm   معدوما مضاعفا.المعادلة تقبل حلا  

                         
1

2
                     0                             m  

                                                  1     
  

                                                                                     0  
 f m 

01  

b,عین العددین الحقیقیین  أ) )7 a  بحیث تكون الدالةF : المعرفة بـ    2 xF x ax b e  

  .على fدالة أصلیة للدالة 
  

  تعیین العددین الحقیقیین,b a: 

- F  دالة أصلیة للدالةf على     یعني   'F x f x 

أي    2 2 22 1 2x x xae ax b e x e           ومنھ   2 22 2 1 2x xax a b e x e    

بالمطابقة نجد 
2 2

2 1

a

a b

 


 
ومنھ    

1

1

a

b

 



   

أي     21 xF x x e    

  

0.5  

0



المساحة  و بدلالة  ²cm بـ  أحسب  ) ب S   للحیز المستوي المحدد بالمنحني fC  و

المستقیمات التي معادلاتھا : 
1

, 0
2

x y   وx   حیث
1

2
   ثم أحسب lim S





. 

  

  

  حساب S : 

f  دالة مستمرة وموجبة على المجال
1

;
2

 
  

  وبالتالي :

         

1
112

2 222
1

1 1 1
2

xS f x dx F x x e e e 

 


 
 

                 
 

  

أي   2 2 2 2 21 1
4

2 2
S e e e us e e e cm     

   
          
   

  

ومنھ    2 2 22 4 4S e e e cm      

 0.5  

 حساب  lim S





:  

     2 2 2lim lim 2 4 4 2S e e e e cm 

 
 

 
     لان

2 2lim 4 0 , lim 0
x

e e 




 
   

0.25  

II.  نسمي        3 2 1
,..., ''' , '' , '

n
f f f f f f f    المشتقات المتتابعة للدالةf. 

n  ،برھن بالتراجع أنھ من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم  )1      22 1 2
n n xf x n x e  . 

  

  

  غیر معدوم البرھان بالتراجع أنھ من أجل كل عدد طبیعيn ،      22 1 2
n n xf x n x e   

 نسمي - P n . ھذه الخاصیة 

1nمن أجل  )1 : لدینا 
       1 1 2 22 1 1 2 4 'x xf x x e xe f x       

ومنھ  1P . صحیحة  

نفرض صحة  )2 P n أي نفرض أن      22 1 2
n n xf x n x e   

ونبرھن على صحة  1P n   أي نبرھن أن
        1 1 2 1 22 1 1 2 2 2
n n x n xf x n x e n x e
          

لدینا :  -          
/

1 2 22 2 1 2 2n n n x xf x f x e n x e           

ومنھ        1 2 22 2 2 2 4 2 2 2
n n x n xf x n x e n x e


          

أي :      1 1 22 2
n n xf x n x e
     

ومنھ  1P n .صحیحة  

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإن  )3 P n  صحیحة من أجل كل عدد طبیعيn .غیر معدوم  
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 انتھى تصحیح الموضوع الثاني  بالتوفیق  والنجاح  2015في البكالوریا   
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