

ا	�� ا������ ��ا�����ر� ا���ا�
� ا��
وزارة ا��
	�� ا������       

 ����
ا&�%�ن 	����ر�� ا��#"�� ا�!���ي ا���
 ر��/��ت:  ����ا�

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
�4��ت و�23  4:  ا���ة                                                            ا�
����ت: ا1���ر �0 &�دة 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
� 
�� ا����� :�����أن "��ر أ � ا�������� ا�� 

 ا�����ع ا'ول
  : ا���
� ا'ول

I -        ���� ا6��اد ا��
آ����0 & 
��#�ℂ ل���ا��#�د�� ذات ا��z �9�9%وا���4: ا�α  �����ا�: 
 3 2(4 ) (13 4 ) 13 0z i z i z iα α α− + + + − =.....( )E 

)	�@ أن ا��#�د��   .1  )E  A���#B C"D� �0
E ��"�FB GH I�9B. 

��@ ا�#�د�@ ا���9�9%@  .2 a وb  ا��#�د�� J�%	( )E ا��#�د�� K0��B2( )( ) 0z i z az bα− + + =  .
 3. �0 IHℂ  ا��#�د��( )E .  

 II -       
L��& M����&#�&� و�#"� &�	ود Nا�� Cآ
)�0 ا��O��ي ا�� ; ; )O u v
� �


 ا��9: .  ��#�A ،B ،C وG  ��ا�

 R"� ��9Hا��  C�B
Azا�� iα= ،2 3Bz i= +  ،C Bz z= 5وGz =  .

 1.  @�	Ez �D9�9 ا��HTE  �D9رة ا���EB 
L����A Aا�Vي &
آS UN	�����	A ا��Oو�
2

2
  A�وزاو�

4

π
ه� 

1 5

2 2Ez i
α α− +   = +   
   

. 

 2.  @��Fz �D9�9 ا��HTF  �D9رة ا���EG وران���	r  UNآ
]&��I  23ا�Vي & ]AB  A�وزاو�
2

π
− .

 3.   COHاG Az z− وF Ez z−  ا�#�د C�اآ ��،G A

F E

z z

z z

−
−

�"A ا�46L R"� &�ذا OB���Z ؟. 

	�@ أن )  أ .4 
2 2

2 2

(2 12 50) (2 10)

(1 ) ( 5)
F E

A E

z z i

z z

α α α
α α

− − + + −
=

− − + −
 . 

��@ ����� ) ب α  :9ن &@ أ\"�� ا����B ��ا�A،E وF ��&�9�4�0 ا .  
�"���� �4	�9 	�@ أنα&@ أ\I ����� ) \ـ  I3%�ا��A ة
)�B��� إ�R ا��ا[ )C  ه�
D� ��ا�[ ]BC. 

. ABCا4���Z �0 هUV ا�%��� ���#� ا��!"J ) د 
:  ا���
� ا�01�2

)���Oب إ�R &#"� &�#�&� و&����M ا�ا�a`�ء  �0  ; ; ; )O i j k
�� �


 ا��9:  ��#�(3;2;1)A،(3;5;4)B (1;5;0)وC. 
 1. J"!أن ا�� @�	ABC  عG/6ا M��9�&. 
:c9%B(1;1 أن ا��#�ع  .2  1)n −

�
)L#�ع ��O�"� ��d��ي  )ABC .A� ��Bر�� .�� ا4���Z &#�د�� د�

��@ إ�Hا���ت ا���D9 )  أ  .3 G J"!ا�� I9� Nآ
&ABC . 

��@ G�!�B وO�"� ��D�4���9 ) ب ( )∆ �D9���	 
)و�#�&� ا��O��يGا�Vي �� )ABC  .


 ا���D9) \ـ ��#�(2 ;4 ;2 )S t t t+ + −  J�Ht  �9�9H د����@ ا�#�د. t   ن���  R�H2 2AS AB=. 
��#� ر	��� ا��\�U) د � @��FABC  J�H(4;6;0)F .  A��H COHا ��V. 

 4.   @���9�Oأن ا�� @�	( )FA  و( )BC  @��&�#�&. 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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��@ ) أ .5    ��)ا����� )S   :9�"�M ، c9%B ��ا� || || 6MG MF+ =
����� ����

  .  
��) ب      Oا�� g/ا�� @�� ������"�( )Sي��Oوا�� ( )ABC.  
  :  ا���
� ا�8��2  


 ا��ا��     .1     ��#�f  ل��ا�� R"� �0
;0]ا��# ):	ـ   ∞+] ) 1f x x x= − + )و  + )fC  ه���%�& )I�
 ا��hا�(  
3
ا 	�@ ��د�@ E%�%�@ �"#�د 	9
اءة 	����)  أ          H @�� �  

            α  J�%	( ) 0f α =.  
)ا4���Z إ�Lرة ) ب          )f x ل��ا�� R"�[0; [+∞.  


 ا��������   .2     ��#�( )
n

u �0
�"Rا��#ℕ  ـ	0 : 1u =   

         �#����د � Iآ I\و &@ أn،1 1n nu u+ = + .   

2u  ��1و 1uاCOH ) أ         1 1 1+ + +.  

��د ���#� )  ب        Iآ I\أ @& Aأ� @�	n،1
n

u α≤ ≤ .  


 ا�������� ) \ـ       �iB U��Bا @��( )
n

u�	�9ر�أ��� & Z���4ا �� ،.  

)ا4���Z ����� ا�������� ) د         )
n

u ���OHا ��.  

� ا�
ا:9ا��  � :  

  

          k  ا��ا�� 
��#� ،  �&��B C\�& �9�9H د��kfR"� �0
): 	ـ ℝا��# ) 1 k x
kf x x xe= − +.  


&N 	ـ       �( )kC  ا���"� I!ا��� R�%��"�kf ��O& �0 M����&و �&�#�& �"#& Rب إ��O�&( ; ; )O i j
� �

.  

 I -     ا��ا�� 
��#�kgR"� �0
): 	ـ ℝا��# ) 1 (1 ) k x
kg x kx e= + +.  

     1. c�ا��� COHا' ( )kg x ABر�Lأدرس إ ��.  
     2. �iB ول�\ I�L ات ا��ا��
kg�9�9H د�� Iآ I\أ @& Aأ� Z���4ا �� ،x ،( ) 0kg x > .  

 II -  1. ا���%���ت  )أ g��\ @�	 ( )kC  ��	�� �D9�	 
�BI ����ا���Hإ @��#B C"D�.  

  .  ∞+ و ∞−��� �����kf ا��ا��اCOH  )ب           

)	�@ أن ا��O���9) \ـ            )D  A�ي &#�د�V1ا�y x= − R�%��"� I]�& ��9 &�9رب�O&( )kC  ار��	−∞.  

 ا��ا��  .2        �iB U��Bادرس اkf��Bا
�iB ول�\ I�L ��.  

��@ &#�د�� ا����س) أ .3        ( )∆  R�%��"�( )kC  ���"E�0 ��ا� �D9ا�� ���0.  

22	�@ أن ا���D9 ) ب            2
; (1 ) 1kF e

k k

− − − + − 
 

  R�%��"� ف�D#ا� �D9�( )kC.  

)	�@ أن ا��#�د�� )  أ  .4         ) 0kf x 9�GH I و��Hا =Bα  J�H0 1α≤ ≤.  

)1	�@ أن ا���0�O 	�@ ا���D9 )  ب            ; ( ))N fα α ��9�Oوا��( )Dوي�OB/ 2eαα .  
��د �9�9H   	�@ أ�A)  أ .5         Iآ I\أ @&x، ( ) ( ) 2k kf x f x−+ − = �� �ـ . −O���	 Z���OB ذا�&( )kC  و( )kC−؟  

)1ا���I ا��
I!�� c0 ا���%�R ) ب           )C  . R�%ا��� I�)1أر�4 �"Ma� R ا�� )C−.  

III -     λ�&��B C��4 �9�9H د��
 ا����&I ا�����. ��#� :
0 kx

kI xe dx
λ

= −∫.  

  .��!�H�O& I ؟ �"kI IهI ا�#�د .1      
      2.  COHا �]N����	 �"&��1I  ��1	�4�#��ل ا��

λ -
lim I
→ ∞


 هUV ا������ O0 ، .  

	�@ أن  .3      
2

1
k

λ -
lim I

k→ ∞
= .  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  ا�����ع ا�01�2
  

  :ا���
� ا'ول 

  I-        ���� ا6��اد ا��
آ����0 & IHℂ  ا��#�د�� :
22( 1) 2 ( 5 1) 0z i + + + + = .  

 II -       
L��& M����&#�&� و�#"� &�	ود Nا�� Cآ
)�0 ا��O��ي ا�� ; ; )O u v
� �


 ا��9: .  ��#�A،B وC  ��9Hا�� ��ا�  

          R"�  C�B
1ا�� 2Az i= − + ،(2 3)Bz i= 5و   − 2Cz i= −.  

     1.  COHا| |Cz و| |B Az z−   :9ا�� Kأ�� ��A،B وC.   

     2.  �D9أن ا�� @�	C �D9رة ا���E ه�B ا�� A	�����	
L��S UNآ
��A Aا�Vي &Oو�
1 5

2

+
  A�وزاو�

3

π
.  

��@) أ  .3     'Cz �D9�9 ا��HT'C  �D9ة ا��
�h�C  �D9�"� ��O���	A.  

��) ب        �	
�"�� أن ا�' 'BC B C  �D9�9 ا��HT @ أن�	ع  G/ازي أ��&'B ه�' 2 (2 3)Bz i= − + +.  

B'اآ�C ا�#�د ) \ـ         C

B C

z z

z z

−
−

�"A ا�46L R"�.  

)ا4���Z أن ) د          ; ) ( '; )AB AC CB CB=
���� ���� ���� ����

، و
' 1 5

2

AC CB

AB CB

+
= = .  

  : ا���
� ا�01�2

   I -     a،b وc  J�H ��#��1 :أ��اد � a b c≤ ≤ ≤ .  
��@ ا6��اد      a،b وc  م ذي ا�46س�hأن �0 ا�� ��"�a  ن���46b c+ 545bcو = = .  
  II -     ا��#�د�� 
��#�21 17 8x y− = )....1 ( ، J�Hx  وy @��#��� @�%�%E @د��� .  

0��@ ا�!��[�� ) أ  .1      0( ; )x x د���#�"� IH)1. (  

IH2 �0 ) ب         
ℕ  1(ا��#�د��. (  

��#� )  أ  .2     Dا�#�د ا� ��� COH أدرسn د�#"� ����"�rا ��O9ا�� ا��	9، n R"�13.  

)	�@ أ�A إذا آ�ن ) ب         ; )α β  د���#�"� IH)1 ( نt0[ ]34 20 213 9 2 0 13β α+ − − ≡.  

)	�@ أ�A إذا آ�ن  )  أ  .3      ; )x y د��#�"� IH �)1 (و[ ]0 4x ]t0ن  ≡ ]0 4y ≡.  

��@ ) ب         ( ; )x y  ل �"�#�د���"H)1 ( ��"\ن &@ أ��)ا��� � ; ) 4PGCD x y =.  

  : ا���
� ا�8��2  
)���Oب إ�R &#"� &�#�&� و&����M ا�ا�a`�ء  �0           ; ; ; )O i j k

�� �

 ا��9:  ��#�(1; 1;2)A −،(3;0;4)B و  

      (3;3; 2)C −  . ��9�Oوا��( )D����ا� �D�4ا�� A"�!��	 ف
1: ا��# 2x k= − 2و − 2y k= − 8zو + k= −  .  
        g&k�9�9H د��.  

    1.  ��"Oاء ا���ا� COHا.AB AC
���� ����

  .J"!ا�� �#��� Z���4اABC .  
��@ إ�Hا���ت آI &@ ا��D9��@ ) أ .2    GوI  J�HG �"��ا� u\
&{ }( ;3),( ; 2),( ;1)A B C− وI  �#D� 23��&  

            ��9�Oا��[ ]AC.  
�� ) ب       �	
��#� ا�� �&ABIG.  

2اCOH ) أ  .3    
AG،2

BG  2و
CG  .  

�� ا��9: ) ب        ���& @��M c9%B ��ء ا��`aا� @&: 
2 2 23 2 18MA MB MC− + =  .  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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ة   .4    �
 uD4 ا���#�( )S  UNآ

G Uا�Vي &D� 233و� �� وا��. 2���( )P  :9�"�M c9%B ��ء ا��`aا� @&  

        . 18MGV = −
����� ��

J�H( 6; 6;0)V − −
��

   .  
�� ) أ        ����"� ��Bر����@ &#�د�� د�( )P.  
��@ G�!�B وO�"� ��D�4��9) ب       �( )∆�D9���	 
)و�#�&�  Gا�Vي �� )P�D9ا���ت ا���Hإ Z���4ا �� ،H  9: ا�#��ديOا��  

           �D9�"�G R"�( )P.  

 ا����Nة �"������) ـ\      E��#ا� @��( ) ( )P S∩ .  
    5.  @����Oأن ا�� @�	( )Pو( )ABC �0 ��9#�ن��( )D .  
  : ا���
� ا�
ا:9   

   I -     �9ق �"�ا���LT"�� ا	#��ل ���4�	lnx x֏ ���:، 	�@ أن 1
x 1

lnx
lim =1

x - 1→
�� ا4���Z أن  

x 0

ln(x+1)
lim =1

x→
.  

  II -     ا��ا�� 
��#�f  ل��ا�� R"� �0
;1]ا��# ):	ـ   ∞+] )2( ) ln 1f x x x= + )و  − )fC  ��"�!�B��O& �0 �����  ا�

            M����&و �&�#�& �"#& Rب إ��O�&( ; ; )O i j
� ���

.  

��د �9�9H) أ .1      Iآ I\أ @& A@ أ��	1x ≥ ،
2

1
( ) ln ln 1 1f x x

x

 
= + + − 

 
  

1x&@ أ\I ) ب         ، ، 	�@ أن≤
2

1 1
1 1

1

x
x x

x x

 −
− = −  

+ 
 .   


 ��	"� �LG��9ق ���  f	�@ أن ا��ا�� ) \ـ        �z1 .�����	 ����ا�� 
O0.  
اCOH  )أ .2     

x
lim f ( x )
→+∞

 .   

��د �9�9H )ب         Iآ I\أ @& Aأ� @�	x  ل��1[&@ ا��; [+∞ ،
2

1

1
f '( x )

x
=

−

 ا��ا�� ، �iB ول�\ I�L ��f.  

)ار�4 ا���%�R  )\ـ         )fC.  
     3.  @���S N�%ا� �H�O&D R�%����	 ا��%�د( )fC ه��  و&%�ر��د��#& @�V"���9@ ا��Oوا�� IEا�a1ا�x 3xو= =.  

         AوB@& ن��D9�( )fC  C�B
2ln(1;1)، وا��D9��ن  3و  E�01"��ه�� �"R ا�� 2))P   .&@ ا��O��يQ(0;3)و +
  .ABQوا��!"APBQ  Jا�H�O& COH آI &@ ا��O�I�D)  أ     

2ln(1ا4���Z أن ، ) ب     2) 4ln(1 2)S+ ≤ ≤ + )   . �hHG&: 2(1 2) 3 2 2)+ = +(  

  III -    ا��ا�� 
��#�g  ل��ا�� R"� �0
;0]ا��# :	ـ   ∞+]
2 1

( )
2

x

x

e
g x

e

+
)و  = )

g
C �����  .�B!�"�� ا�

      1.  �9�9H د�� Iآ I\أ @& A@ أ��	0x ≥  ،( ) 1g x ≥.  
)ن 	�@ أ)  أ. 2       )g f x x=�. {إذا آ�� Aأ� @�	 ��( ; )M x y @& �D9�( )fC  نt0'( ; )M y x @& �D9�( )

g
C.  

�� �"��%���@) ب         O���	 Z���OB ذا�&( )fC و( )
g

C c	�O�0 ا��#"� ا� R�%؟ ار�4 ا���( )
g

C.  

     3.  @���'SN�%ا� �H�O&'DR�%����	 ا��%�د( )
g

C ��BT&#�د  �����9ت ا��O0وا��x =،2ln(1 2)x = 3yو + = .  

	�@ أن ) أ         
2 ln(1 2 )

0
' 6 ln(1 2) ( )S g x dx

+
= + − ∫  .  

اCOH ) ب       
2 ln(1 2 )

0
( )g x dx

+

∫  ���� Z���4ا ��S.  
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