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 سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك                           

 الحل المفصّل للموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل
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2حساب اللاحقة  ( أ
Cz للنقطة C صورة النقطة B بالدوران الذي مركزه A وزاوٌته 

2


 .

لدٌنا  2
i

C A B Az z e z z

 
 
    معناه  C B A Az i z z z   ٌكافئ  2 4 1Cz i i i   أي 

3Cz i   .

  .ABCاستنتاج طبٌعة المثلث 

ABلدٌنا  AC و  ;
2

AB AC



 

.  ومتساوي الساقٌنA قائم فً ABC إذن المثلث

حساب  (ب
Dz لاحقة النقطة D مرجح الجملة       ; 1 , ;1 , ;1A B C .

D A B Cz z z z    1 ٌكافئ 3 3 3Dz i i i       1 أي 5Dz i   .

.  مربعABDCتبٌٌن أن 

لدٌنا 
D A B Cz z z z    معناه 

D C A Bz z z z    ّوهذا ٌعنً أن CD AB
 

 زٌادة على ذلك لدٌنا 

AB AC و  ;
2

AB AC



 

 . مربعABDC إذن 

 :التمرٌن الثانً

1تبٌٌن أن النقط  ( أA ،B و Cتعٌن مستوٌا . 

لدٌنا  1; 2;0AB 


 و  3;1;5AC 


 و 
1 2

3 1





AB ومنه الشعاعان 


AC و 


  غٌر مرتبطٌن خطٌا وبالتالً النقط

A ،B و Cتعٌن مستوٌا . 

التحقق أن الشعاع  (ب 2;1;1n


 ناظمً للمستوي  ABC. 

.لدٌنا  2 1 1 2 1 0 0n AB       
 

.  و  2 3 1 1 1 5 0n AC       
 

n  ومنه  AB
 

n و  AC
 

 

nأي أن الشعاع 


 ناظمً للمستوي  ABC. 

إذن المستوي  ABC 2 له معادلة من الشكل 0x y z d    ولدٌنا  B ABC 4 ٌعنً أن 2 0d   

6dأي     2  وعلٌه 6 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

2تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ( أ P. 
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 بجمع  1و  2 1 نجد 3x y    1  ومنه 3x y z   أي 

3 1 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

تبٌٌن أن المستوٌٌن  P و  ABCمتعامدان . 

لدٌنا  2;1;1n


 شعاع ناظمً للمستوي  ABC و  ' 1;1; 3n 


 شعاع ناظمً للمستوي  P. 

.و  ' 2 1 1 1 1 3 0n n       
 

n' أي  n
 

 ومنه المستوٌان  Pو   ABCمتعامدان . 

تبٌٌن أن تقاطع المستوٌٌن  (ب P و  ABC هو المستقٌم   ًذو التمثٌل الوسٌط  

5 4

4 7 ;

x t

y t t

z t

 


   
  

 

ٌكفً التحقق أن   محتوى فً كل من  P و  ABC. 

لدٌنا  2 5 4 4 7 6 10 8 4 7 6 0t t t t t t            5  و 4 4 7 3 1 0t t t      
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ومنه   محتوى فً كل من  P و  ABC وعلٌه      P ABC  . 

3تعٌٌن إحداثٌات النقطة   ( أH مرجح الجملة       ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

1 2 2
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    وعلٌه  5; 1; 3H  . 

 والمستقٌم Hحساب المسافة بٌن النقطة  (ب . 

 مرجح للجملة Hلدٌنا        ;1 , ;1 , ; 1A B C  ومنه  H ABC. 

بما أن  P و  ABC متعامدان و  H ABC ّفإن      ; ;d H d H P . 

  
5 1 9 1 12 12 11

;
1111 11

d H P
  

  . 

4 لتكن  'P  مجموعة النقط Mمن الفضاء بحٌث :  . 0MA MB MC u  
   

. 

تبٌٌن أن  ( أ 'Pمستو ٌطلب تعٌٌن عناصره الممٌزة . 

 مرجح للجملة Hلدٌنا        ;1 , ;1 , ; 1A B C   إذن من أجل كل نقطة M ّمن الفضاء فإن : 

 1 1 1MA MB MC MH    
   

MA أي  MB MC MH  
   

  . 

 . 0MA MB MC u  
   

. تعنً  0MH u 
 

 ومنه  'P هو المستوي الذي ٌشمل H و   u


  شعاع ناظمً له 

أي  'P هو المستوي الذي ٌشمل Hٌعامد المستقٌم   و . 

استنتاج معادلة دٌكارتٌة لـ  'P. 

نضع  ; ;M x y z ومنه  5 ; 1 ; 3MH x y z    


 

. 0MH u 
 

 معناه      4 5 7 1 3 0x y z        4 وعلٌه 7 30 0x y z     وهً معادلة دٌكارتٌة  

لـ  'P. 

تبٌٌن أنّ المستوٌات الثلاثة  (ب P و  ABC و  'P تتقاطع فً نقطة واحدة E. 

بما أنّ       P ABC   ّفإن          ' 'P ABC P P     وبما أن   ٌعامد  'Pفإن  

 'P و    ٌتقاطعان فً نقطة E. 

 .Eتعٌٌن إحداثٌات النقطة  

 هً حل للجملة Eإحداثٌات النقطة 

5 4
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x t
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 وعلٌه    4 5 4 7 4 7 30 0t t t        

66ومنه  18 0t   أي 
3

11
t   وعلٌه 

43 23 3
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11 11 11
E
 

 
 

. 

 والمستقٌم Hحساب بطرٌقة ثانٌة المسافة بٌن   (جـ . 

بما أنّ  'P  ٌشمل Hٌعامد  و   فإن المسقط العمودي للنقطة H على المستقٌم   ًه E. 

وعلٌه   ;d H HE . 



مصطفاي عبد العزٌز:                              إعداد2015الحل المفضل لموضوع الرٌاضٌات شعبة تقنً رٌاضً بكالورٌا   

4 

 سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك                           

 لدٌنا

2 2 2 2 2 2 2 2 2
43 23 3 12 12 36 12 12 12

5 1 3 9
11 11 11 11 11 11 11 11 11

HE
                 

                              
                 

 

                                                                                                                              

2
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11
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إذن   
12 11

;
11

d H  . 

 :التمرٌن الثالث

1م العدد الطبٌعً ( أ ٌّ  .13 على 8n، باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد n تعٌٌن، حسب ق

لدٌنا  08 1 13 ، 18 8 13 ، 28 12 13 ومنه  28 1 13  أي  48 1 13 

p ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً  48 1 13p  ، 4 18 8 13p  ، 4 28 12 13p  ، 4 38 5 13p . 

4p+3 4p+2 4p+1 4p n 
 باقً قسمة 1 8 12 5

8n 13على 

2 2015 استنتاج باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد 203742 138 2014 3   13 على. 

لدٌنا  42 3 13 و  138 8 13 ومنه  2015 2015138 8 13 أي  2015 4 503 3138 8 13  ولدٌنا  4 38 5 13p  

إذن  2015138 5 13 وعلٌه  201542 138 3 5 13   أي  201542 138 2 13 . 

و  2014 12 13 أي  2014 1 13  ومنه    
203720372014 1 13  وعلٌه  20372014 1 13  أي  

 20372014 12 13. 

إذن  2015 203742 138 2014 3 2 12 3 13      أي  2015 203742 138 2014 3 11 13   . 

2تبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أn ،     2 3 25 1 64 5 5 6 8 13n n nn n    . 

لدٌنا   5 8 0 13  معناه  5 8 13  ومنه    
225 8 13

nn   أي  2 25 8 13n n و  35 5 13  

وعلٌه  2 3 25 5 5 8 13n n    أي  2 3 25 5 8 13n n    معناه  2 3 25 5 8 13n n   ٌكافئ 

     2 3 25 1 64 5 5 1 64 5 8 13n n n nn n      وٌكافئ      2 3 2 25 1 64 5 5 1 8 5 8 13n n n nn n      

أي      2 3 25 1 64 5 5 6 8 13n n nn n    . 

م العدد الطبٌعً  (ب ٌّ  :، حتى ٌكونnتعٌٌن مجموعة ق   2 35 1 64 5 0 13n nn   . 

   2 35 1 64 5 0 13n nn    معناه    25 6 8 0 13nn   28 أولٌان فٌما بٌنهما فإن 13  و 8 وبما أن n
 13 و 

أوليان فيما بينهما إذن حسب مبرهنة غىص  5 6 0 13n   ٌكافئ  5 6 13n   ٌكافئ  5 20 13n  أي 

 4 13n  13 إذن 4n p  حٌث p  .

 :التمرٌن الرابع

I) h الدالة العددٌة المعرفة على  2; ًبما ٌل  :     
2

2 2 2ln 2h x x x     .

1 حساب  
2

lim
x

h x




 و  lim
x

h x


 .

لدٌنا  
2

lim ln 2
x

x




   ومنه      
2

2 2

lim lim 2 2 2ln 2
x x

h x x x
 

 

       .

   
 ln 22

lim lim 2 2 2
2 2x x

x
h x x x

x x 

  
       

  
 .
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 سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك                           

2 ر الدالة ٌّ . h دراسة اتجاه تغ

 تقبل الإشتقاق على hالدالة  2; ولدٌنا  :

   
       

2
2 2 2 12 2 2 2 1 32

' 2 2
2 2 2 2

xx x x
h x x

x x x x

    
     

   
 .

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  2;  :
 2 3

0
2

x

x





 ومنه إشارة  'h x من نفس إشارة  1x  .

من أجل  2; 1x    : ' 0h x  ومن أجل  1;x    : ' 0h x  .

 متناقصة تماما على المجال hومنه الدالة  2; 1  ومتزاٌدة تماما على المجال  1;  .

ٌّراتها ٌكون كما ٌلً : وجدول تغ
 1 2 x 

 +    0   'h x 

  
 
   3 

 h x 

 من المجال xنلاحظ أنه من أجل كل عدد حقٌقً 2;  :  3h x  ًوبالتال   0h x  لكل x من  2;  .

II) f  الدالة المعرفة على المجال 2; ًبما ٌل  :   
2

1 ln 2
2

f x x x
x

   


. 

1 حساب  
2

lim
x

f x




.  وتفسٌر النتٌجة هندسٌا

لدٌنا  
2

2
lim ln 2

2x

x
x



  


 ومنه    
2 2

2
lim lim 1 ln 2

2x x

f x x x
x 

 

     


 .

وتفسٌر هذا هندسٌا وجود مستقٌم مقارب للمنحنى  fC 2 معادلتهx   .

 2ln 1
lim 0

2x

x

x





  ومنه   

 2ln 1
lim lim 1

2x x

x
f x x

x 


    


 .

2تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً ( أx من المجال  2;  : 
 

 
2

'
'

2

h x
f x

x



 .

 
   

 

 

 

   

 

 

 

2

2 2 2 2

2
2 2ln 2 2 2ln 2 2 2 2ln 21' 1 1

2 2 2 2

x x x x x h xxf x
x x x x

             
   

 

ر الدالة (ب ٌّ  على المجال f  دراسة إتجاه تغ 2; . 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  2;  :  0h x  و  
2

2 0x   ومنه  ' 0f x  وبالتالً الدالة f  

متزاٌدة تماما على  2; . 

. fجدول تغٌرات الدالة 
                     2 x 

    +  'f x 

  
 

                                             

 f x 

 



مصطفاي عبد العزٌز:                              إعداد2015الحل المفضل لموضوع الرٌاضٌات شعبة تقنً رٌاضً بكالورٌا   

6 

 سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك                           

3تبٌٌن أن المستقٌم  ( أ  1 ذا المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى  fC عند  .

     
 ln 22 ln

lim 1 lim ln 2 lim 2 lim 2 0
2 2x x x t

x t
f x x x

x x t   


           

 

ومنه المستقٌم   مقارب للمنحنى  fC عند  .

دراسة وضعٌة المنحنى  (ب fC بالنسبة إلى   .

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  2;  لدٌنا    
 ln 2

1 2
2

x
f x x

x


  


 .

   1 0f x x   ًٌعن  ln 2 0x   2 ٌكافئ 1x   1 أيx   .

   1 0f x x   ًٌعن  ln 2 0x   2 ٌكافئ 1x   1 أيx   .

   1 0f x x   ًٌعن  ln 2 0x   0 ٌكافئ 2 1x   2 أي 1x    .

إذن فً المجال  1;  ، fC ٌوجد فوق   و فً المجال  2; 1  ، fC ٌوجد تحت   و  fC و   

ٌتقاطعان فً النقطة التً إحداثٌتٌها  1;0 .

4إثبات أن المنحنى  ( أ fC ٌقبل نقطة إنعطاف A. 

 من xمن أجل كل 2;   لدٌنا   '' 'f x h x ومنه إشارة هً نفس إشارة  'h x .

أي  ''f x 1 تنعدم من أجلx   ٌّر من إشارتها ومنه   وتغ fCٌقبل نقطة إنعطاف   1;0A . 

رسم المستقٌمٌن المقاربٌن والمنحنى  (ب fC .

 
حساب بالسنتٌمتر مربع، مساحة الحٌز المحدد بالمنحنى (جـ fC  والمستقٌمات التً معادلاتها 

0y  ،1x   1 وx  .

      
1

2
1 1 2

1 1
1

2
1 ln 2 ln 2

1 2

x
A f x dx x x dx x x

x 


  
           

   
  

   
2 2 21 1

1 ln3 1 2 ln3
2 2

A cm
   

         
   

 .

(Cf)
(Cg)

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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 سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك                           

III) g الدالة المعرفة على المجال  2; ًكما ٌل  :   
2

1 ln 2
2

g x x x
x

   


 .

1 حساب 
   

1

1
lim

1x

g x g

x


 


 و  

   
1

1
lim

1x

g x g

x


 


 .

                                         1                                       2 x 

  1x     0  1x      1x  

  ln 2x     0          ln 2x   ln 2x  

   
2

1 ln 2
2

x x
x

  


      0     
2

1 ln 2
2

x x
x

   


 
 g x 

         
1 1 1

2
1 ln 2 01 ln 222lim lim lim 1

1 1 2 1x x x

x xg x g xx

x x x x  
  

       
   

 

   
 

 
1 1

1 ln 1 12
lim lim 1

1 1 1 1x x

g x g x

x x x 
 

   
 

   
 

1xنضع  t  1 إذا كانx   0فإنt  . 

     
1 0

1 ln 12
lim lim 1 3

1 1x t

g x g t

x t t 
 

  
  

 
 لأن 

 
0

ln 1
lim 1

t

t

t



 و 

0

2
lim 2

1t t





 .

 

           

1 1 1

22 1 ln 21 ln 2 01 22lim lim lim
1 1 1x x x

x xx xg x g xx

x x x  
  

 
             

  
 

     
1 1

1 ln 22
lim lim 1 3

1 2 1x x

g x g x

x x x 
 

    
      

   
 

بما أنّ  
       

1 1

1 1
lim lim

1 1x x

g x g g x g

x x 
 

   


 
. 1 لاتقبل الإشتقاق عند العدد g فإن الدالة 

. 3 و 3 معامل توجٌه كل منهما A عند النقطة gوتفسٌر هذا هندسٌا وجود نصفً مماسٌن للمنحنى الممثل للدالة 

3 رسم المنحنى  gC انطلاقا من  fC .

لدٌنا 
     

     

; 2; 1

; 1;

g x f x x

g x f x x

     


   

 إذن فً المجال  2; 1  ، gC  نظٌر fC بالنسبة لمحور الفواصل 

وفً المجال  1;  ، gC  ٌنطبق على fC .

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 الحل المفصّل للموضوع الثانً

 :التمرٌن الأوّل

1م كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقً ( أ  الذي ٌشمل A و  1;2; 2u 


 . شعاع توجٌه له

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M   ًإذا وفقط إذا وُجد عدد حقٌق  بحٌث AM u
 

. 
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 سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك                           

AM u
 

 تكافئ 

2

3 2

1 2

x

y

z







 


 
   

 أي  

2

3 2 ;

1 2

x

y

z



 



 


  
  

. 

 نقطة تقاطع المستقٌمٌن Cتعٌٌن إحداثٌات النقطة   (ب  و  D. 

نحل الجملة  

 

 

 

2 1............ 1

3 2 1 ..... 2

1 2 3 2 .... 3

t

t







  


  

  

  من  1 1 نجد   ًبالتعوٌض ف  2 1 نجد 1 t  0 أيt  

1من أجل    نجد  1;1;3M من   0 ومن أجلt  نجد نفس النقطة من  D. 

وعلٌه       1;1;3D C  . 

2 ّتبٌٌن أن  2; 2; 1n  


 شعاع ناظمً للمستوي  P. 

لدٌنا  1;2; 2u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم   و  0; 1;2v 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  D وهما شعاعان غٌر مرتبطٌن  

خطٌا من المستوي  P. 

.و  2 1 2 2 1 2 0n u       
 

. و  2 0 2 1 1 2 0nv       
 

n أي  u
 

n و  v
 

n ومنه 


 شعاع 
ناظمً للمستوي  P. 

استنتاج معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

المستوي  P 2 له معادلة من الشكل 2 0x y z d    ولدٌنا  C P ً2 ٌعن 2 3 0d    3 أيd  

إذن المستوي  P 2 له المعادلة 2 3 0x y z   . 

3كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ( أ Q الذي ٌشمل النقطة B وٌعامد المستقٌم  . 

بما أن  Q ٌعامد   ّفإن  1;2; 2u 


 . هو شعاع ناظمً له

معادلة للمستوي  Q 2 من الشكل 2 0x y z d    ولدٌنا  B Q ً1 ٌعن 4 4 0d    9 أيd   

وعلٌه للمستوي  Q 2 المعادلة 2 9 0x y z   . 

 على المستقٌم B المسقط العمودي للنقطة Eتعٌٌن إحداثٌات النقطة   (ب . 

بما أن  Q ٌعامد   فإن المسقط لكل نقطة من المستوي  Q على المستقٌم    هً النقطة E تقاطع  Q 

والمستقٌم   وبالأخص المسقط العمودي للنقطة B على المستقٌم   ًه E. 

لدٌنا  E    ومنه إحداثٌات النقطة E من الشكل  2 ;3 2 ;1 2E     . 

ولدٌنا  E Q 2 معناه 2 9 0E E Ex y z    وعلٌه    2 2 3 2 2 1 2 9 0         ومنه 

3 9 0   أي 
1

3
  إذن 

1 1 1
2 ;3 2 ;1 2

3 3 3
E
 

     
 

 أي 
7 11 1

; ;
3 3 3

E
 
 
 

. 

 والمستقٌم Bحساب المسافة بٌن النقطة  (ج . 

  ;d B BE  ولدٌنا 
2 2 2

7 11 1 1 25 49 75 5 3
1 2 2

3 3 3 9 9 9 9 3
BE

     
               

     
 

وعلٌه   
5 3

;
3

d B  . 

 .BECحساب مساحة المثلث  (د
 على المستقٌم B المسقط العمودي للنقطة Eلدٌنا    و بما أن  C   فإن المثلث BEC ًقائم ف E 
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لدٌنا 
4 8 8

; ;
3 3 3

EC
 
  
 


  ومنه  

16 64 64 144
4

9 9 9 9
EC      

وعلٌه   

5 3
4

10 33

2 2 3

EB EC
S BEC ua




  . 

 :التمرٌن الثانً

1 ًحل ف  المعادلة    2 4 sin 4 0.... 1z z   

   
22 2 2' 4sin 4 4 1 cos 4cos 2 cosi            

للمعادلة  1 حلان هما  
1 2sin 2 cosz i   و 

2 2sin 2 cosz i  . 

2 من أجل 
3


  ؛ كتابة

1z و 
2zًعلى الشكل الأس . 

2 33 62
1 2sin 2 cos 2 sin cos 2 cos sin 2 2 2

3 3 3 3 3 3

ii ii

z i i i i i e e e e

  
     

 
  

 
      

                 
      

 

6
2 1 2

i

z z e




 . 

3كتابة العدد المركب  ( أC A

B A

z z

z z




 . على الشكل الجبري، والشكل الأسً

2
3 3 3 2 3

3 3
23 3

i
C A

B A

z z i i
i e

z z ii i


   

   
   

 

argومنه 
2

C A

B A

z z

z z

 
 

 
 وهذا ٌعنً أنّ  ;

2
AB AC




 
3ACو   AB إذن المثلث ABC ًقائم ف A. 

 .A مركزه S  بتشابه مباشرB هً صورة النقطة Cاستنتاج أن النقطة  (ب

لدٌنا  ;
2

AB AC



 

3AC و  AB النقطة نستنتج هكذا أن  C هً صورة النقطة Bبالتشابه المباشر  S 

زاوٌته  Aالذي مركزه 
2


 .3 و نسبته 

AC بالإنسحاب الذي شعاعه B صورة النقطة Dتعٌٌن لاحقة النقطة  (جـ


. 

 t B D معناه BD AC
 

D ٌكافئ  B C Az z z z   ٌكافئ D C A Bz z z z   ٌكافئ  

3 3 3 3Dz i i i      3 أي 3Dz i  . 

BDبما أن  AC
 

 و  ;
2

AB AC



 

 .ABDC فإن مستطٌل 

4تعٌٌن  ( أ 1  مجموعة النقط M ذات اللاحقة z حٌث :C

B

z z

z z




 . تخٌلً صرف

C

B

z z

z z




0C تخٌلً صرف معناه 

B

z z

z z





Cz  أي  z أو  arg

2

C

B

z z
k

z z




 
  

 
Bz و  z. 

 1M   معناه M C أو  ;
2

BM CM k


 
 

M و  B. 

إذن  1 هً الدائرة التً قطرها  BC باستثناء النقطة B. 
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تعٌٌن  (ب 2  مجموعة النقط M ذات اللاحقة z حٌث :C

B

z z

z z




 . حقٌقٌا

C

B

z z

z z




0C حقٌقٌا معناه 

B

z z

z z





  أي 

Cz z أو  arg C

B

z z
k

z z


 
 

 
 و 

Bz z. 

 2M   معناه M C   أو  ;BM CM k
 

 
M و  B. 

إذن  2 هً المستقٌم  BC باستثناء النقطة B. 

 :التمرٌن الثالث

1تمثٌل الحدود  ( أ
0u ،

1u ،
2u و  

3u. 

حسب تمثٌل الحدود ٌبدو أن المتتالٌة  (ب nuمتزاٌدة ومتقاربة . 

2برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أn :0 8nu . 

لدٌنا 
00 8u  0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

0لنفرض أن  8nu  0 وعلٌه 6 48nu  16 ٌكافئ 6 16 64nu   4 ٌكافئ 6 16 8nu   لأن دالة 

0الجذر التربٌعً متزاٌدة تماما ومنه  6 16 8nu   أي 
10 8nu  . 

0 ٌكون nإذن من أجل كل عدد طبٌعً 8nu وهذا حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع . 

: nتبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب
  

1

8 2

6 16

n n

n n

n n

u u
u u

u u


 
 

 
. 

  
 

 22

1

6 16 6 16 6 166 16
6 16

6 16 6 166 16

n n n n n nn n
n n n n

n n n nn n

u u u u u uu u
u u u u

u u u uu u


       
      

    
 

             
2 2

1

3 9 16 3 25 3 5 3 5 8 2

6 16 6 16 6 16 6 16

n n n n n n

n n

n n n n n n n n

u u u u u u
u u

u u u u u u u u


              
    

       
 

  
1

8 2

6 16

n n

n n

n n

u u
u u

u u


 
 

 
. 

ر المتتالٌة  (جـ ٌّ استنتاج اتجاه تغ nu. 

0 لدٌنا nمن أجل كل عدد طبٌعً  8nu . 

8ومنه  0nu  2 و 0nu   6 و 16 0n nu u   إذن  
  8 2

0
6 16

n n

n n

u u

u u

 


 
1 أي  0n nu u    

وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة . 

3تبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أn ، 1

1
0 8 8

2
n nu u   . 

n ،8nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً   8 ومنه 0nu . 

  
 

 

 
1

8 6 16 8 6 16 64 6 16
8 8 6 16

8 6 16 8 6 16

n n n

n n

n n

u u u
u u

u u


     
     

   
 

 
 

 
 

 
1

6 8 6 848 6
8

8 6 16 8 6 16 8 6 16

n nn
n

n n n

u uu
u

u u u
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n :0nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً   6 معناه 16 16nu   6 ٌكافئ 16 4nu   8 ٌكافئ 6 16 12nu   

ٌكافئ 
1 1

128 6 16nu


 
8 وبما أن  0nu  من أجل كل n من  فإن 

 
 

6 8 1
8

28 6 16

n

n

n

u
u

u


 

 
 

أي  1

1
8 8

2
n nu u   ًوبالتالً من أجل كل عدد طبٌع n : 1

1
0 8 8

2
n nu u   . 

: nتبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب
1

0 8 8
2

n

nu
 

    
 

. 

n ،8لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  0nu . 

: nلنبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 
1

8 8
2

n

nu
 

   
 

. 

لدٌنا 
08 8u  و 

0
1

8 8
2

 
 

 
 أي 

0

0

1
8 8

2
u

 
   

 
0n ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل  . 

نفرض أنّ 
1

8 8
2

n

nu
 

   
 

 ولنبرهن صحة الخاصٌة n من أجل عدد طبٌعً 
1

1

1
8 8

2

n

nu





 
   

 
. 

1
8 8

2

n

nu
 

   
 

 معناه  
1 1 1

8 8
2 2 2

n

nu
 

    
 

 أي  
1

1 1
8 8

2 2

n

nu



 
   

 
 : n وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

  1

1
8 8

2
n nu u   فإن 

1

1

1
8 8

2

n

nu





 
   

 
  ومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ٌكون من أجل كل عدد 

: nطبٌعً
1

8 8
2

n

nu
 

   
 

 أي 
1

0 8 8
2

n

nu
 

    
 

. 

بما أن 
1

lim 8 0
2

n

n

 
 

 
lim ٌكون حسب النهاٌات بالمقارنة  8 0n

n
u


  أي lim 8n

n
u


. 

 :التمرٌن الرابع

I) g  الدالة المعرفة علىًكما ٌل  :   2 2xg x x e  . 

1 حساب  lim
x

g x


 و  lim
x

g x


. 

 lim lim 2 2 2x x

x x
g x xe e

 
     لأن lim 0x

x
xe


 و lim 2 0x

x
e


. 

   lim lim 2 2x

x x
g x x e

 
     لأن  lim 2

x
x


   و lim x

x
e


 . 

2 دراسة اتجاه تغٌر الدالة g. 

 ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على gالدالة      ' 2 3x x xg x e x e e x    . 

0xe لدٌنا xمن أجل كل عدد حقٌقً  ومنه إشارة  'g x من نفس إشارة  3x . 

من أجل  ; 3x    ٌكون  ' 0g x  ومنه الدالة g متناقصة تماما على المجال  ; 3 . 

 من أجل و 3;x    ٌكون  ' 0g x  ومنه الدالة g متزاٌدة تماما على المجال  3;  .
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راتها ٌكون كما ٌلً ٌّ  :وجدول تغ

 0   3  x 
 +     0    'g x 

 2 
    0     

     
3 2e   

 g x 

 
 

    00 0 2 2 0g e    

استنتاج إشارة  g x. 

من أجل  ;0x   :  0g x  ومن أجل  0;x   :  0g x  و  0 0g . 

II) f  الدالة المعرفة علىًكما ٌل  :   2 3 1 xf x x x e   . 

1    
2 3

lim 1
1

x

x

x
f x x e

x

 
     

 
 لأنّ  lim 1

x
x


   و 

2 3
lim 2

1x

x

x





lim و  x

x
e


  

لدٌنا  lim 1 lim 0x x x

x x
x e xe e

 
    ومنه    lim lim 2 3 1 x

x x
f x x x e

 
     . 

2 ًتبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌق x :   'f x g x . 

       ' 2 1 2 2x x xf x e e x e x g x           

استنتاج إشارة  (ب 'f x. 

إشارة  'f x هً عكس إشارة  g x. 

من أجل  ;0x   :  0g x  ومنه  ' 0f x  

ومن أجل  0;x   :  0g x  ومنه  ' 0f x  و   ' 0 0f . 

 .fجدول تغٌرات الدالة 
 0  x 

               0 +  'f x 

        2 

       

    

 f x 

تبٌان أنّ المستقٌم  (جـ  2 ذا المعادلة 3y x  مقارب مائل للمنحنى  fC عند . 

     lim 2 3 lim 1 lim 0x x x

x x x
f x x x e xe e

  
            

ومنه المستقٌم   مقارب مائل للمنحنى  fC عند . 

دراسة وضعٌة  fC بالنسبة إلى  . 

لدٌنا        2 3 1 1x xf x x x e x e        

ومنه إشارة    2 3f x x  هً نفس إشارة  1x  0 لأنxe لكل x من . 

                                  1      x 
             0+                  2 3f x x  

   fC تحت               fC فوق   

  fC و   

                   ٌتقاطعان فً النقطة ذات 
                    الإحداثٌتٌن  1;1 

 
 الوضعٌة
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3تبٌٌن أن المعادلة  ( أ  0f x  تقبل حلٌن  و 0,92:  حٌث 0,93  1,56  و 1,55   . 

، مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال fالدالة ;0 وبالخصوص على المجال  1,56; 1,55  و  

 1,56 0,002f     و 1,55 0,17f   أي    1,55 1,56 0f f    ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة  

من المجال  ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  1,56; 1,55  بحٌث   0f  . 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال fوكذلك، الدالة 0; وبالخصوص على المجال  0,92;0,93 و 

 0,92 0,02f  و  0,93 0,03f   أي    0,92 0,93 0f f  ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد   

من المجال  عدد حقٌقً وحٌد  0,92;0,93 بحٌث   0f  . 

رسم  (ب   والمنحنى fC. 

 
4تبٌان أنّ الدالة  ( أxx xe هً دالة أصلٌة للدالة  1 xx x e على . 

نضع   xh x xe ومنه    ' 1x x xh x e xe x e    

 دالة أصلٌة للدالة hإذن الدالة  1 xx x e على . 

 مساحة الحٌز المحدد بالمنحنىAحساب (ب fC والمستقٌم  0  والمستقٌمٌن اللذٌن معادلتٌهماx  و x . 

    
00 0

2 3 1 x xA x f x dx x e dx xe e ua
  

         . 

 .  Aاٌجاد حصرا للعدد  (جـ

0,92لدٌنا  0,93  0,92 معناه 0,93e e e  (لأن الدالة الأسٌة متزاٌدة تماما)  2,51أي 2,53e  

0,92إذن  2,51 0,93 2,53e    2,30 أي 2,36A . 

 
 
 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2
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y




