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: امخصحيح المفصل نوموضوع الأول

 :اهتمرين الأول 

 حل المـادلة   (1 E    : Eyx .........1673505   لدينا     136734505  و منو 
   








136734505

1673505 yx
 بامعرح نجد 

   .36734505  yx كاسم نوـدد  505 أأوميان فيما بينهما فحسب مبرىنة غوس 673 و  505 بما أأن امـددان   .3y    و  

  .  كاسم نوـدد673امـدد  4x   

Zk أأي أأن 

ky

ét

kx














5053

6734

Zk  يـني أأن 

ky

ét

kx














5053

6734

 مجموؿة الحوول  هي    ZkkkS  :5053;6734 

Zkلدينا   (2

ky

ét

kx














5053

6734

   

ذا كان    :1ظريلة  06734 يـني أأن  0xا   k  يـني أأن 
673

4
k 0 أأيk  

kyولدينا  5053  .   فيو ؿدد موجب   

ذا كان    06734 يـني أأن  0xا   k  يـني أأن 
673

4
k 1 أأيk  

kyولدينا  5053  .   فيو  ؿدد  سامب 

 : 2ظريلة   kkxy 50536734  124039339865 و منو  2  kkxy  

شارة الجداء من أأجل كل ؿدد صحيح        له جذرين ىما k هدرس ا 
673

4
0 k و 

505

3
1 k و ىما ؿددان لا يحصران ؿدد  

ن نوـددين  xy الجداءkصحيح و  منو من أأجل كل ؿدد صحيح   هفس الا شارة xوy  موجب يـني ا 

3) 












 505

3

1

0

nn uu

ét

u

 و












 673

4

1

0

nn vv

ét

v

  المخخاميخان  nu و   nv  و منو 673  و 505 حسابيذان  و أأساسيما ؿلى امترثيب   

 ruu   أأي ان 0 5053u و   rvv   أأي أأن 0 6734v 

 المخخاميخانثـيين الحدود المشتركة بين  -أأ  (4 nu و   nv  :  vu   يـني أأن   67345053  يـني أأن  

1673505    من ما س بق حل المـادلة  E   وس خنذج أأن Nn

n

ét

n














5053

6734





 و الحدود المشتركة  هي 

  nnu n 3398652023673450536734     (  أأو  nnv n 3398652023505367345053  ) 

nwn أأي   3398652023 و  nw 20230  و  حدىا الأول  339865 مذخامية حسابية أأساسيا w. 

لدينا  -ب 2023
505

1
 nn wX  حساب  nXXXP ...... 21    لدينا 

  nnwX nn 673339865
505

1
2023

505

1
 و  منو 

      !.673....21673.....673673673.....2673.673 nnnP n

nمرة















   .  
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 اهتمرين امثاني 

لدينا      1;0;1;0;2;1;3;2;1  ABC. 

زبات أأن المثور (1 نحسب   : A كائم  في ABCا  1;2;0 ABو   4;2;0AC 0440  و  منو. ABAC  و منو   

 .محللة 

كخابة مـادلة المس خوي  (2 Q : ىو مجموؿة امنلط zyxM ;;  و   1;;1  zyxAM  0 حير. AMAC أأي أأن 

  0)1(42  zy 0442 يكافئ  zy    يكافئ      022:  zyQ 

لدينا  (3    021:  mzyxmPm 

زبات أأن . أأ  ا  mP يحوي مس خليم ثابت   021  mzyxm يكافئ   021  zyxxm مس خللة ؾن m   

يـني أأن  












02

01

zyx

ét

x

 يكافئ  












12

1

zy

ét

x

  وىو ثلاظؽ مس خويين أأي اهو مس خليم  

تمثيله اموس يعي ىو   Rt

tz

ty

x
















 :

12

1

:. 

 A  يـني أأن 














112

0

11

t

t 0 أأي أأنt و منو امنلعة ثنتمي الى المس خليم . 

 C  يـني أأن 














312

2

11

t

t 2 أأي أأنt و منو امنلعة ثنتمي الى المس خليم . 

ازبات  هـامد  المس خويين  . ب  022:  zyQ و      021:  mzyxmPm :   Q شـاؿو امناػيمي 

 2;1;0n و  mP شـاؿو امناػيمي  1;2;1 mnm 

نحسب الجداء امسومي نجد        0211201 m  00 يكافئ  و منو  مذـامدان  . 

 

و   Bالمسافة بين  (4 mP   

هي   . أأ  
    

  62

5

121

02211

2222 









mmm

mm
md  و منو  

62

5

2 


mm
md 

 md  أأؾؼمية  نحسب المش خلة 

 

 
 

 32
2

2

62

15

62

622

22
5

'















mm

m

mm

mm

m

md 

شارة   شارتها من ا   ا  1 m و حكون سامبة ؿلى المجال 1  ثنـدم ؾند  ;1  و موجبة  ؿلى المجال   1; 

و منو  md ثلبل كيمة حدية كبرى  هي  1d :    و حسابها      5
5

5
1 d.  

 . ب md1 أأؾؼمية  يـني أأنm   لدينا   012:1  zyP و   1;2;0 BA شـاع ناػمي نومس خوي   1P و 

    01102   يـني أأن   1;0;1 A هلعة من المس خوي 1Pو  منو فييي المسلط امـمودي نونلعة  B ؿلى 

المس خوي  1P 
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 اهتمرين امثامر 

1;;;;21لدينا izizzzzzz ABACBDE .  

ℂ    :حل المـادلة في  .1   0321 22  zzz يكافئ   012 z أأو   0322  zz  أأي أأن izoriz  01  

 أأو    0322  zz 8  نحل ىذه بالمميز 212 نومـادلة حوين ىما iz  213   و iz . 

221حساب  .أأ  .2  izA211 و  izB  22121  و  iizz EC 

ABC و  منو امنلط     2 و هصف كعرىا E ثنتمي الى هفس الدائرة امتي مركزىا ;;

EDو نحسب   zz  : 21  izz ED و منو حتى  D ثنتمي الى ثلك الدائرة امتي مركزىا E و هصف 

 .2كعرىا 

زبات أأن .ب ا   EAEB zzizz  1
2

لدينا    : 2

              EBEA zziiiiiiizzi  1121
2

2
1211

2

2
1

2

  محللة 2

بما أأن    EAEB zzizz  1
2

ن  2  بالدوران  لان  A صورة B فا   11
2

2
 i و  زاويخو  

 
4

1
2

2
arg










 i  و منو مركزه  E.  

 بما أأن   EAEB zzizz  1
2

  و2  11
2

2
 i    ن EAEB  فا  zzzz   ن  المثور  ABE فا 

 .مدساوي امساكين  

izثـيين لاحلتي  امشـاؿان   .3
BD

2  2   وiz
AE

  و منو   
AEBD

zz .2 ذن  امرباؾي  .  ش بو منحرف  ABDE  ا 

 لاحلذاىما 2w  و 1wلدينا   .4
12 , zz  ؿلى امترثيب  . 

 مذـامدان يكافئ أأن 2w  و 1w . أأ 
1

2

z

z  ؿدد تخيلي صرف  يكافئ 

















1

2

1

2

z

z

z

z   يكافئ   
1

2

1

2

z

z

z

z
 يكافئ

2112 .. zzzz   0 يكافئ.. 2112  zzzz 

ثـين  مجموؿة امنلط  . ب zM حير         0 CBDA zzzzzzzz  يكافئ 

      0 ABBA zzzzzzzz  يكافئ        0 ABBA zzzzzzzz  يكافئ أأن امشـاؿان 

AM  و  BM مذـامدان مجموؿة امنلط   zM هي الدائرة ذات املعر  AB  .  

 اهتمرين امرابؽ  

 

 







00

0:ln2

f

xxxxxf و  cmji 3.  

  :  امبرىان (1

ن  1x لما   فا  1.......01  x  0 وln x  و  منو   2......0ln2  xx بجمؽ    12  نجد 

0ln21  xxx. 

10 لما   x  ن  فا  3.......01  x  0 وln x  و  منو   4......0ln2  xx بجمؽ    34  نجد 

0ln21  xxx. 
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زبات الاش خلاكية ؾند .أأ  (2 f  : نلدالة  0ا  
   0'1ln1limlim

00
fxx

x

xf

xx





  

لأن  0lnlim
0





xx
x

  . 0  كابلة ملاش خلاق ؿلى يمين f  باس خخدام امليم امتزايد الملارن    و منو الدالة 

مـادلة هصف المماس  نومنحنى   
fC  هي 0  ؿلى يمين     xy  :.  

دراسة وضـية  .   ب fC بامنس بة الى   لدينا    xxyxf ln2  شارة شارثو من ا     xln ا 

و  منو امفرق سامب ؿلى المجال    ;1   أأي أأن   fC  يلؽ تحت    ؿلى ىذا المجال ..   

امفرق موجب  ؿلى المجال    1;0   أأي أأن   fCيلؽ فوق   ؿلى ىذا المجال .   

: حساب اهنهاية  .أأ  (3      


xxxxxxxf
xxx

ln.1limln.limlim 2.  

دراسة  اتجاه ثغير  .    ب  xxx
x

x
xxxf  ln21ln21'

2

 أأي   xxxxf ln21'  

ن  1x لدينا  لما      (1)من   فا   0' xf  ومنو f  مذناكصة ؿلى المجال   ;1   . 

10 لما   x  ن  فا   0' xf .  ومنوf  متزايدة  ؿلى المجال   1;0. 

    جدول ثغيرات 

 

 

 

 

كخابة  مـادلة المماس نومنحنى . أأ  (4 
fC و الموازي نومس خليم     

    و مخكن مـادمخو       000' xfxxxfy له هفس مـامل ثوجيو المس خليم     أأي نحل المـادلة    1' xf أأي 

1ln21  xxx  0 أأي أأنln2  xxx  يـني أأن   0ln21  xx 0 يكافئx او    0ln21  x 

  0ln21  x يـني أأن 
2

1
ln x 2  و منو

1


 ex أأي   
e

x
1

 

ee
eeef

2

11

2

112

1

2

1



























  و منو المـادلة هي     
eee

xy
2

111









  أأي  

e
xyT

2

1
: . 

 مذناكصة  تماما ؿلى المجال fبما أأن الدالة  .       ب ;1  و ثأأخذ صورىا في المجال   1; و ىو مجال ثخغير فيو الا شارة فحسب  

هؼرية امليم المخوسعة  المـادلة    0xf ثلبل حلا وحيدا  من المجال  ;1. 

لدينا    01,076,1 f و   02,077,1 f و الدالة  f مذناكصة  تماما ؿلى المجال  77,1;76,1  فحسب مبرىنة امليم المخوسعة المـادلة 

  0xf ثلبل حلا وحيدا  77,176,1  حير  . 

كخابة  مـادلة المس خليم.    ج d الذي يشمل  امنلعة  0;  

و يوازي     ذن مـادمخو من امشكل bxy ا   يشمل امنلعة 

ذات الا حدازيات  0; يـني b0  و منو  b  

ذن مـادمخو هي        ا    xyd : 

رسم المنحنى  
fC   و  المس خليمات   و  d و  T   

 

  ؿدد حليلي المناكشة بياهيا نومـادلة  mلدينا (5

0ln2 mxx  يكافئ  xxm ln2  و منو 
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xxxmx ln2  
أأي أأن   xfmx  يجاد فواصل هلاط ثلاظؽ    حووميا ىو  ا  

fC    و المس خليم   mxym  :  

 :  المناكشة  

لما   ;m  هلاحغ أأن  
fC و  m غير مذلاظـان  و  منو ميس نومـادلة حوول . 

 هلاحغ أأن  mلما  
fC و  m يخلاظـان في هلعة واحد   و  منو نومـادلة حل وحيد . 

لما  0;m  هلاحغ أأن  
fC و  mيخلاظـان في هلعة واحد   و  منو نومـادلة حل وحيد  

لما 









e
m

2

1
 هلاحغ أأن  0; 

fC و  m يخلاظـان في هلعخين    و  منو نومـادلة حوين . 

لما 
e

m
2

1
  هلاحغ أأن  

fC و  m يخلاظـان في هلعة واحد   و  منو نومـادلة حل وحيد . 

لما 







 ;

2

1

e
m  هلاحغ أأن  

fC و  m غير مذلاظـان     و  منو ميس  نومـادلة حوول . 

6)   1 و  0ؿدد حليلي  محصور تماما بين امـددين  :      
1

2 ln


 xdxxA  

حساب     . أأ   









1
3

1

3 1
.

3

1
ln

3

1




 dx
x

xxxA أأي 

 
1

32
1

2

1

3

9

1
ln

3

1

3

1
ln

3

1






 
















  xxxdxxxxA   و منو    32

9

1
ln.

3

1

9

1
 A 

حساب   . ب 
9

1
lim

0








A 0  لانln.
0

1
lim 2 






  بامتزايد الملارن  

 مساحة الحيز  المس خوي المحدد  بالمنحنى :امخفسير اميندسي   
fC و المس خليمات امتي مـادلاتها xyxx   هي 1;0;

22 13
9

1
cm. 
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: ثاني امخصحيح المفصل نوموضوع ال

 : اهتمرين الأول  

لدينا   .1 
10

1
2

5

2

2

2


C

C
BPU

 و   
10

3
2

APU
     و  منو  

10

6
2

CPU
 

 : امشجرة  ملاحتمالات هي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :حساب الاحتمالات  .2

*      21 UAPUAPAP   و منو   
10

3

3

2

7

2

3

1
AP ذن    ا  

105

31

5

1

21

2
AP 

     21 UBPUBPBP   و منو   
10

1

3

2

7

1

3

1
BP ذن    ا  

105

12

15

1

21

1
BP 

     21 UCPUCPCP   و منو  
10

6

3

2

7

4

3

1
CP   ذن    ا  

105

62

5

2

21

4
CP 

Xكيم - أأ  .3   2 و 1 و 0 هي    

- ب 
105

62
0 XP  و   

105

12
1 XP  و   

105

31
2 XP 

 كاهون الاحتمال  

 

 

حساب الأمل أأمرياضياتي    .4  704,0
105

74

105

62120



XE. 

 :اهتمرين امثاني 

و  nu 01ؿددية  حير   مذخامية u  121 و  nnn uuu.  

121لدينا : امخحلق  -أأ  (1  nnn uuu  يـني أأن  2

1 1 nn uu  و  منو   01 2

1  nn uu يكافئ 

      011 11   nnnn uuuu يكافئ  أأن     011  nn uu 11  و يكافئ  nn uu 

11 أأخرى بعريلة  nn uu11  يـني  nn uu 121  أأو بامتربيؽ   نجد  nnn uuu.  

2 1 0 
ix 

105

31 
105

12 
105

62  ixXP  
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لدينا  -ب

























1

...

...

1

1

12

1

1

uu

uu

uu

nn

nn

 بالجمؽ نجد 
nمرة

n uu 1...1111 
nun أأي أأن  1 2 و  منو

1 nun     

و منو   21 nun
    هي امـبارة المعووبة  

 :امخحلق  (2 21 nun 122 يكافئ  nnun
 أأي أأن     12  nnun. 

2n حتى يكون  nثـيين  كيم   (3  أأي أأن 5n كاسماَ    205  nn  أأي    203  n 2  أأي أأنn كاسم نوـدد 

3 :  





















32

12

12

32

n

n

n

n

 أأي ان  





















5

3

1

1

n

n

n

nمرفوض

 ومنو 














5

3

1

n

n

n

  .5 و 3 و 1  امليم هي 

زبات -أأ  (4 ا   1;2gcd  nunp :  بما أأن  12  nnun يـني   12  nnun  ن   حسب مبرىنة بيزو فا 

  1;2gcd  nunp.  

حتى يكون  : nثـيين  كيم  امـدد امعبيـي  - ب  12 2  nn كاسم نوـدد   nun 5  

بما أأن   1;2gcd  nunp  ن   فا   12 2  nn كاسم نوـدد   nun 5  2 يـني أأنn  و من 5n كاسماَ   

  5 أأو  3 أأو 1 و هي  nما س بق وجدنا كيم نوـدد 

  نجد 1nلما    212 2  nn  و   05  nun     0كاسم  - 2محللة.  

  نجد 3nلما    1012 2  nn  و   85  nun   غير محللة.   

  نجد 5n لما    7812 2  nn  و   05  nun     0 كاسم  78محللة.   

  .5  و 1 هي nامليم المعووبة نوـدد 

 اهتمرين امثامر  

لدينا  .1  10024296 234  zzzzzP 

لدينا  - أأ   10024296
234

 zzzzzP أأي أأن   10024296 234  zzzzzP و منو  

   zPzP . 

و منو    0zP  يكافئ أأن   0zP يكافئ    0zP يـني أأهو  مو  كان  zنومـادلة   0zP  ن   حل ميذه z فا 

 .المـادلة 

نومـادلة   - ب  0zP حل تخيلي و مبكن iz 0   ؿدد حليلي  حير   

        010024296
234

 iiii   010024296 يكافئ 234  ii  أأي أأن 

  024610029 324  i  010029 يكافئ 24    و   0246 3   

و  0246 3    يكافئ   046 2   0  يكافئ 2 او 2 او  بامخـويض في المـادلة 

010029 24    01002292 نجد  أأن 24  و     01002292
24

  محللة  و  منو  

2 2 أأو 

iz 20   و iz 21     ىما الحوين امخخيويان امصرفيان  . 

نحول  zP الى جداء  
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     bazzizizzP   أأي أأن 222    bazzzzP  22  بامنشر نجد 4

    bazzbazzzP 444 234   بالمعابلة نجد 





















1004

244

294

6

b

a

b

a

 يكاقئ   








25

6

b

a
 و منو 

     2564 22  zzzzP 
  0zP يكافئ    02564 22  zzz   يكاقئ iz 2  و iz 2    او  02562  zz تحل بالمميز 

64 و  منو نومـادلة حوين ىما  iz 83 او  iz 83  مجموؿة الحوول هي 

 iiiiS 83;83;2;2  
 

izizهـخبر  .2 AB 2;43   و 
iz

iiz
z

2

34
'




  حير     zMzM ;''  مرجح الجملة  I و .    1;;2; BA  و 

J  مرجح الجملة     1;;2; BA .  
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iiz يكافئ أأن iziiz 2234  يكافئ 

iziz 2234  (  بامضرب فيi في امعرف الأيسر )  

iziz 2234  يكافئMAMB 2  22 يكافئ 4MAMB  04 يكافئ 22  MAMB  يكافئ 

   02.2  MAMBMAMB  0 يكافئ. MIMJ 

مجموؿة امنلط  E هي الدائرة ذات املعر  IJ وشائها في أأخر اهتمرين   و   ا 

مخكن .ج  مجموؿة امنلط  zM حير   kz 2'arg   و k ؿدد صحيح  أأي أأن ('zؿدد حليلي موجب) 
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  يكافئ   ZkkMBMA  :2
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; 
مجموؿة امنلط   هي كوس من الدائرة  امتي 

كعرىا   AB  و امشامل نونلعة D 

المجموؿة    وشائها في أأخر اهتمرين  ا 
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ثـيين امشكل الجبري مخلاظؽ   .3  و   E  
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izأأي   23     ذن izGا  23 

  :  اهتمرين امرابؽ

I- لدين    kx

k exxf 
2

 .ا  1

زبات أأن كل المنحنيات    .1 ا  kC جشمل هلعة ثابخة يـني 

حدازياتها لا ثخـوق بامثابت    0 يـني أأن  kا  kx من

  و منو0x يـني أأن kأأجل كل ثابت  حليلي  

    1100 0.2
 k

k efو منو المنحنيات   kC كليا  

جشمل  1;0A . 

 : حساب اهنهايات   .2

:  مـدوم  k لما   


2

0 limlim xxf
xx

 و 

  


2

0 limlim xxf
xx

 

:  حليلي  موجب تماما kلما   0limlim 2  



kx

x
k

x
exxf 

 .بامتزايد الملارن 

   



kx

x
k

x
exxf 2limlim 

 : حليلي  سامب   تماما kلما   0limlim 2  



kx

x
k

x
exxf  

 .بامتزايد الملارن 

   



kx

x
k

x
exxf 2limlim.  

حساب  المش خلة  . أأ  .3      kxkx

k exkexxf  
2

 أأي أأن '112     kx

k ekkxxxf  21'  

:   المناكشة 

:  مـدوم  kلما    12'0  xxf موجبة ؿلى المجال     متزايدة ؿلى ىذا المجال و سامبة ؿلى 0f و  منو الدالة1; 1;  و 

مذناكصة  ؿلى ىذا المجال   0fمنو الدالة 

ن :           حليلي  موجب تماما kلما  فا   0' xfk
 او  1x يكافئ  

k

k
x

2
    (  1و

2




k

k  )  

و   0' xfk
 ينتمي نومجال  x يكافئ  







 


k

k 2
 و  منو  1;

kf متزايدة ؿلى ىذا المجال  

و   0' xfk
حدى المجامين  x يكافئ    ينتمي الى ا  1; او 











;

2

k

k  و  منو  
kf مذناكصة ؿلى ىذين المجامين  . 
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و   0' xfk  يكافئ x  حدى المجامين  ينتمي الى ا 
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 او;   .  متزايدة  ؿلى ىذين المجامين kf  و  منو  1;

و   0' xfk
 ينتمي نومجال  x يكافئ    
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k  و  منو 
kf متزايدة ؿلى ىذا المجال  
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جدول ثغيراتها   :  حليلي  موجب تماما kلما -ب

 

دراسة اموضؽ امنس بي  بين   .4 kC و  1kC نحسب امفرق 
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 و ىذا امفرق سامب  

و منو    1kC  يلؽ تحت kC  من أأجل كل وس يط حليلي ثابت k.  

II-   مخكن    xexxf 22
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جدول ثغيرات ؿلى المجال  .1
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و امرسم  المنحنى  fC 

  و ℝ مس تمرة ؿلى fلدينا الدالة-أأ  .2  1xf حكافئ   01xf  هضؽ 

    1 xfxhو نحسب   01,028,1 h  ;   08,027,1 h و h 

مس تمرة و مذناكصة ؿلى المجال  1;   فحسب مبرىنة  امليم المخوسعة  المـادلة 

  0xh   ثلبل حلا  27,128,1 حير  و    

    0100  fh الحل الأخر مـدوم  . 
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. محللة 
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