
 2018�كالور� دورة جوان 

 ادة: ر�ضیاتـــــالم 

 الشعبة: ر�ضیات   

 تمادة الر�ضیا خ�بارلإتصحیح مفصل 

 :وضوع الأولتصحیح الم

 :تمر�ن الأولتصحیح ا�

) إ�ادة ر�� الشك� و��ثيل �ليه ا��دود ا��ربع ا��و�ى: 1

أي متقاربة ��و فاص�� نقطة  -1ومتقاربة ��و التخم�ن: من ���ل الشك� يتضح لنا أ��ا متتالية م��ا��ة ��اما  •

  التقاطع مع ا��نصف ا��ول.

3فإن :  n) ال��هان بال��اجع أنه من أ�ل ك� �دد طبي�� 2 1nu− ≤ − :
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03��د  n=0* ا��اصية ا��بتدائية: من أ�ل  3 1u− ≤ = − −  إذن هذه ا��اصية ��ققة من أ�لn=0. 

3أي  p* ا��اصية الوراثية: نفرض أن ا��اصية ��ققة من أ�ل ك� �دد طبي��  1pu− ≤ − ��� ون��هن

13أي لن��هن أن  p+1����ا من أ�ل  1pu +− ≤ −  :

[م��ا��ة ��اما ��� ا���ال  fلنا ا��ا��  [; 1−∞ من ا���ال 2xو 1xأي ��فظ ال��تيب أي ��ما ك�ن العن��ان  −

] [; 1−∞ 1فإن  − 2x x x≤   1يك��يء 2( ) ( ) ( )f x f x f x≤  )..............1(

)لنا  )1p pu f u+ )و حسب الشك�  = 1) 1f − = )و  − 3) 2,5f − = − ).......2( 

3و حسب فرضية ال��ا�ه  1pu− ≤ − )............................................3(

)) ��د 3) و (2) و (1من ( 3) ( ) ( 1)pf f u f− ≤ −  12,5أي 1pu +− ≤ −   أي

13 2,5 1pu +− ≤ − ≤ −  ومنه فإن ا��اصية ��ققة من أ�لp+1. 

3فإن :  nا��ستنتاج: من ���ل ما سبق ��تنتج أنه ��ما ك�ن العدد الطبي��  • 1nu− ≤ −.

)فإن :  n) أ) تبي�ن أنه من أ�ل ك� �دد طبي�� 3 )1
31 1
4n nu u+ + ≥ + : 

لنا 
2 2

1
1 1 2 21
1 1 1

n n
n n

n n n

u uu u
u u u+

+ − +
= = = + +

− − −
 

و 

( ) ( )

( )( )
( )

1
3 2 31 1 1 1 1
4 1 4

3 1 1 3 0
4 1 1 4

n n n n
n

n n n n

n n

u u u u
u

u u u u
u u

+ + − + = + + + − +
−

+ +  + + = = ≥  − −   

3ذل� ��ن  1nu− ≤ −  3إذن 0nu + 1و  ≤ 0nu + 1وأيضا ≥ 0nu − ≤

)إذن  )1
31 1 0
4n nu u+ + − + )ومنه  ≤ )1

31 1
4n nu u+ + ≥ + . 

فإن :  nأنه من أ�ل ك� �دد طبي��  ب) إستنتاج
31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

 : 

)و�دنا سابقا أن :  )1
31 1
4n nu u+ + ≥ )وهذا يع�ي  + )1 0

31 1
4

u u+ ≥ )و  + )2 1
31 1
4

u u+ ≥ و +

( )3 2
31 1
4

u u+ ≥ )و ....  و + )1 2
31 1
4n nu u− −+ ≥ + ( )1

31 1
4n nu u −+ ≥ وحسب ا��اصية  +
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3
4

a b≥ و
3
4

b c≥  تعطي لنا
3 3
4 4

a c≥ )��د   × )0
3 3 31 ... 1
4 4 4n

n fois

u u+ ≥ × × × +


أي  

31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

 وهو ا��ط��ب. 

لنا 
31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

2وو�دنا سابقا أن   1 0nu− ≤ +   أي
32 1 0
4

n

nu − ≤ + 
 

  وحسب

)م��هنة  ال��اية با��قارنة أو با���� ��د  )3lim 2 lim 1 0
4

n

nn n
u

→+∞ →+∞

  − ≤ +  
   

  ومنه

( )0 lim 1 0nn
u

→+∞
≤ +  أي( )lim 1 0nn

u
→+∞

+ limومنه  = 1nn
u

→+∞
=  وهو ا��ط��ب. −

0) نضع: 4 1 ...n nS u u u= + + + :

)فإن:  n* تبي�ن أنه من أ�ل ك� �دد طبي��  ) ( ) ( )
1

0 1
38 1 1 1 ... 1 0
4

n

nu u u
+   − ≤ + + + + + +  

   
 : 

n :1nu��بنا من أ�ل ك� �دد طبي��  −   1أي 0nu +    0ومنه 1 0u +    1و 1 0u +  و و...

1 0nu +   و ���وع أ�دا سالبة �دد سالب إذا( ) ( ) ( )0 11 1 ... 1 0nu u u+ + + + + + < )............1(

وو�دنا سابقا أن 
31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

أي  
0

0
31 2
4

u  + ≥ −  
 

و  
1

1
31 2
4

u  + ≥ −  
 

و ....و  

31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

با���يع طرف إ�ى طرف ��د :  

( ) ( ) ( )
0 1

0 1
3 3 31 1 ... 1 2 ...
4 4 4

n

nu u u
      + + + + + + ≥ − + + +      
       

و 
0 13 3 3...

4 4 4

n
     + + +     
     

وأسا��ا  1�د ��تتالية هندسة �دها ا��ول  n+1هو ���وع   
3
4

فن�د  

1

0 1 1
31

3 3 3 34... 4 1
34 4 4 41
4

n

n n

+

+
 −            + + + = = −                  −  
 

بالتعويض ��د  
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( ) ( ) ( )
1

0 1
31 1 ... 1 8 1
4

n

nu u u
+  + + + + + + ≥ − −  

   
أي 

( ) ( ) ( )
1

0 1
31 1 ... 1 8 1
4

n

nu u u
+  + + + + + + ≥ −  

   
 )....................2( 

)) ��تنتج أن 2) و (1من ( ) ( ) ( )
1

0 1
38 1 1 1 ... 1 0
4

n

nu u u
+   − ≤ + + + + + +  

   
 .وهو ا��ط��ب 

)��ينا  • ) ( ) ( )
1

0 1
38 1 1 1 ... 1 0
4

n

nu u u
+   − ≤ + + + + + +  

   
   ومنه

1

0 1 2
1

38 1 ... 1 1 ... 1 0
4

n

n
n fois

u u u u
+

+

   − ≤ + + + + + + + +  
   





أي  

138 1 1 0
4

n

nS n
+   − ≤ + +  

   
  ومنه

138 1 1 1
4

n

nn S n
+   − − − ≤ − −  

   


)و�إد�ال ال��اية ��د  )
13lim 8 1 1 lim lim 1

4

n

nn n n
n S n

+

→+∞ →+∞ →+∞

    − − − ≤ − −   
     

  فن�د

lim nn
S

→+∞
−∞ ≤ −∞  ومنهlim nn

S
→+∞

= −∞ . 

 :تمر�ن الثانيتصحیح ا�

 ليست �ي إستقامية: Bو  O  ،A) تبي�ن أن النقط 1

( )1;1;3OA


 ،( )1;0;2OB


ن��حظ أن  
1 0 2
1 1 3
≠ OAإذن الشعا��ن  ≠



OBو  


��� ��تبط�ن خطيا ومنه  

 ليست �ي إستقامية. Bو  O  ،Aفالنقط 

)ب)  )2;1; 1n −


)شعاع ناظمي ل��ستوي   )OAB  :معناه. 0n OA =
 

.و   0n OB =
 

  :

( ). 2 1 1 1 1 3 0n OA = × + × + − × =
 

)و  ). 2 1 1 0 1 2 0n OB = × + × + − × =
 

)إذن  )2;1; 1n −


)شعاع ناظمي ل��ستوي  )OAB .

)معاد�� ا��ستوي  )OAB  �0تكتب من الشكax by cz d+ + + �ي إ�داثيات الشعاع  cو  bو  aحيث  =

 الناظمي.

2ومنه ��د  0x y z d+ − + 2تنتمي إليه إذن ��د  Oوحيث النقطة  = 0 0 0 0d× + − +  d=0ومنه  =
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)اذن معاد��  )OAB  2�ي 0x y z+ − = .

2 (( )�ي ���و�ة النقط  ∆( ); ;M x y z  :ال�ي ��قق( ) ( )2 22 2 6 11 2 4 5 0x y z x z+ + − + + − = .

( ) ( )2 22 2 6 11 2 4 5 0x y z x z+ + − + + − معناه:  =
2 2 6 11 0

2 4 5 0

x y z
و
x z

+ + − =


 + − =

 

]ا��ستوي ا���وري للقطعة  ]OA هو ���و�ة النقط( ); ;M x y z  حيثOM AM= أي

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 1 1 3x y z x y z+ + = − + − + ومنه  −

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 1 1 3x y z x y z+ + = − + − + 2ومنه ��د  − 2 6 11 0x y z+ + − =

]و ا��ستوي ا���وري للقطعة  ]OB هو ���و�ة النقط( ); ;M x y z  حيثOM BM= أي

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 1 0 2x y z x y z+ + = − + − + ومنه  −

( ) ( )2 22 2 2 21 2x y z x y z+ + = − + + 2ومنه ��د  − 4 5 0x z+ − =

2وتقاطع هاذ�ن ا���ور�ن هو �ل ���م�� :  2 6 11 0
2 4 5 0

x y z
x z
+ + − =

 + − =

)وال�ي �ي ا���مو�ة   )∆ .

)تعي�ن ��ثيل وسيطي ل��جمو�ة  • )∆ :

2لنا  2 6 11 0
2 4 5 0

x y z
x z
+ + − =

 + − =

ومنه  
113 0
2

52 0
2

x y z

x z

 + + − =

 + − =


ومنه  
5 112 3 0
2 2

52
2

z y z

x z

− + + + − =

 = − +


ومنه 
3 0

52
2

y z

x z

+ − =



= − +

ومنه   
3

52
2

y z

x z

= − −



= − +

ومنه   
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( )

3
5 5 172 3 2 6 2
2 2 2

y z

x z z z

= − −



= − − − + = + + = +

ومنه   
3
172
2

y z

x z

= − −



= +

t∈حيث  z=tبوضع  

��د 

172
2
3

x t

y t
z t

 = +


= − −
 =


)وهو ا���ثيل الوسيطي ل��جمو�ة   )∆

)) ��هان ��ة التك�فؤ التا�ي: 3 )M ∈ ∆    يك��يء( )OM AM BM= = :

)* لتكن  ); ;M x y z نقطة من( ي�ن ا���ور�ن للقطعت�ن ومنه  ∆( ]فهي نقطة تنتمي إ�ى ك� من ا��ستو ]OA و

[ ]OB  : يف ��ور قطعة مستقيمة ��د وحسب تعر
OM AM
OM BM

=
 =

)إذن   )OM AM BM= = .

يقة �كسية ��د أيضا  )* وبطر )OM AM BM= )معناه  = )OM AM=  وهنا ���و�ة النقطM  نقاط �ي

]ا��ستوي ا���وري للقطعة من  ]OA  �و��ل( )OM BM= ا��ستوي ا���وري  ��ل� نقاط من و���و�ة النقط �ي

]للقطعة  ]OB

)إذن  )OM AM BM= ي�ن ا���ور�ن و�ي ا���مو�ة �ي النقط ا�� Mمعناه النقط  = )ش���� ب�ن ا��ستو )∆.

يفا �ي نقطة تقاطع ��اوره و��ينا هنا ��ور�ن متوفر�ن و��ا  OAB��ا أن ���� ا��ا��ة ا���يطة با��ثلث  • تعر

]للقطعت�ن  ]OA  و[ ]OB  إذن �ي ا�د نقاط تقاطع هاذ�ن ا���ور�ن أي �ي نقطة من ا���مو�ة( و�ي ∆(

)أيضا تنتمي ا�ى ا��ستوي ا���دد ��ذا ا��ثلث إذن �ي أيضا نقطة من ا��ستوي  )OAB ا��ي معادلته

2 0x y z+ − = : 

)و�ليه  )Ω∈ ومنه: ∆

172
2
3

x t

y t
z t

Ω

Ω

Ω

 = +


= − −
 =


 ).....................1( 

)وأيضا  )OABΩ∈  :2ومنه 0x y zΩ Ω Ω+ − =  )...........2(
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)) ��د 2) �ي (1بتعويض ( ) ( )172 2 3 0
2

t t t + + − − − = 
 

4ومنھ  17 3 0t t t+ − − − ومنھ =

2tنجد  = −

) ��د: 1بالتعويض �ي (

17 94
2 2

2 3 1
2

x

y
z

Ω

Ω

Ω

 = − + =


= − = −
 = −


أي  
9 ; 1; 2
2

 Ω − − 
 

 . 

 :تمر�ن الثالثتصحیح ا�

(I  :��ل ا��عاد�( ) ( )( )2 22 2 2 sin 1 0z z z zθ− + − + = .

( ) ( )( )2 22 2 2 sin 1 0z z z zθ− + − + 2ومنه إما  = 2 2 0z z− + = :

( )224 8 4 4 2 2i i i∆ = − = − = = → ∆ 1ومنه  =
2 2 1

2
iz i+

= = و  +

2
2 2 1

2
iz i−

= = − .

)أو :  )2 2 sin 1 0z zθ− + = :

( ) ( ) ( )22 2 2 2 24sin 4 4 sin 1 4 cos 4 cos 2 cos

2 cos : ;
2 2

2 cos
2 cos : ; ;

2 2

i i

i
i

i

θ θ θ θ θ

π πθ θ
θ

π πθ θ π π

∆ = − = − = − = =

  ∈ −    → ∆ = = 
   − ∈ − −       



)و�ي ك�تا ا��الت�ن ا��عاد��  )2 2 sin 1 0z zθ− + تقبل �ل�ن م��افق�ن ��ا: =

3
2sin 2 cos sin cos

2
iz iθ θ θ θ+

= = 3و  +
2sin 2 cos sin cos

2
iz iθ θ θ θ−

= = −

)إذن من ���ل ما تقدم ��د أن ل��عاد��  ) ( )( )2 22 2 2 sin 1 0z z z zθ− + − + أربع ���ل و�ي : =

}{1 ;1 ;sin cos ;sin cosi i i iθ θ θ θ+ − + − .

(II 1:����ابة ا���داد ��� الشك� ا�� ( 
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55 5 2
4 4 44 4 42 2 2 2 2 2

i i ii i ii
Az e e e e e e e

π π ππ π ππ π π π
π

     + + + +     
     = − = = = = =  ،

42 21 2 2 cos sin 2
2 2 4 4

i

Bz i i i e
ππ π −      = − = − = − + − =           

  ،

2sin cos cos sin
2 2

i

Cz i i e
π θπ πθ θ θ θ
 − 
    = + = − + − =   

   
  ،2

i

D Cz z e
πθ − 

 = =. 

 تنتمي إ�ى دا��ة وتعي�ن ����ها ونصف قطرها: Eو  C  ،D) تبي�ن أن النقط 2  

لنا 
2 1 1
2

AA A
E E

B B B

zz zz z OE
z z z

= → = = = = → وأيضا لنا  =

1 1D Cz z OD OC= = → = 1OEإذن ��د :  = OD OC= = ،  Cوهذا يع�ي أن النقط  =

D  وE  تنتمي إ�ى ا��ا��ة ال�ي ����هاO  ونصف قطرهاr=1. 

 3 (S  هو التشابه ا��با�� ا��ي ����هA  وزاويته
4
π

2و��بته   2 2− : 

B  صورةC  بالتشابهS  :معناه

( )

( )

( )

( )

( ) ( )( )

( )

24 4 4 4

24 4 4 4

22 4

2

2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 2 2 2

1 2 2 1

1 2 2 2 2 1

2 2

ii i i i

ii i i i

ii i

i

i

i

e e e e e

e e e e e

e e e

i e i

i e i

e

ππ π π πθ

ππ π π πθ

ππ πθ

π θ

π θ

π

 −−  
 

 −−  
 

 −−  
 

 − 
 

 − 
 

−

 
− = − −  

 
 

→ − = − −  
 

 
→ − = − −  

 
 

→ − − = − − −  
 

→ − − = − − − +

→ − ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 4

5
2 4

5
2 4

1 2 2 1

2 2 1 2 1

2 2 2 2

2 2 2 2

5 5 32 2 2 '
2 4 2 4 4

i

i i

i i

i i

i i

e i

e e

e e

e e k k k

θ

π θ

π πθ

π πθ

π πθ π π π π πθ π θ π π

 
 
 

 − 
 

 − 
 

 − 
 

 − 
 

= − − + − +

→ − = − +

− = −

− = −

→ = → − = + → = − − = − +
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4 (( )
3 5

2 4 2 2

n
i in inn

Dz e e e
π π π πθ     − − − −     

     
 

= = = 
  

يكون ��يليا ��فا إذا ك�ن   و

5 5cos 0 5 1 2 /
2 2 2

n n k n k kπ π π π − = → − = + → − = + ∈ 
 

  5أي ��ب أن يكونn- 

2فرديا أي  nفردي إذن ��ب أن يكون  5فردي و��ا أن  ' 1 / 'n k k= + ∈ . 

 تمر�ن الرابع:تصحیح ا�

f  ��ا��عرفة ��� ا��ا[ [ ] [0;1 1;+∞  : �1*}{ب( ) 1 ; 1
ln

(0) 1

f x x x
x

f

+
 = + − ∈ −

 =


 

بق�� أك��:  0مستمرة عند  f) أ) تبي�ن أن 1

( )
0 0

1 1lim ( ) lim 1 0 1 1 0
lnx x

f x x f
x→ →+ +

 = + − = + − = =  −∞ 
 .0مستمرة عند  fإذن  

ب)  
( ) ( )

0 0 0

1
0 1 1lnlim lim lim 1 1

ln 0h h h

hf h f h
h h h h −

→ → →+ + +

−−
= = − = − = +∞

 نصف مماس ��ودي ��� �امل ��ور الفواصل. 0والتفس�� ا��ند�� أن ا��نح�ي يقبل ��� ���ن 

أ) ) 2
1 1lim ( ) lim 1 1

lnx x
f x x

x→+∞ →+∞

 = + − = +∞ + − = +∞  +∞ 
  ،

1 1

1 1lim ( ) lim 1 1 1
ln 0x x

f x x
x +

→ →+ +

 = + − = + − = −∞ 
 

  ،

1 1

1 1lim ( ) lim 1 1 1
ln 0x x

f x x
x −

→ →− −

 = + − = + − = +∞ 
 

 . 

و�دول تف��ا��ا:  fب) إ��اه تغ��  

[ ]2
1'( ) 1 0

ln
f x

x x
= +   إذنf .يفها  م��ا��ة ��اما ��� ���و�ة تعر
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�دول التغ��ات: 

0     1     +∞ x 

  +   +   f’(x) 

   +∞   +∞
 1       -∞

  f(x) 

)) ا��ا�� مكتوبة بالشك� 3 ) ( )f x ax b g x= + مع  +
1lim ( ) lim 0

lnx x
g x

x→+∞ →+∞
= إذن حسب ا��رس  =

)فإذ ا��ستق��  1yدو ا��عاد��  ∆( x=  . ∞+مفارب مائل ��وال  +

يفها وبالتا�ي فهي مستمرة ���  f) ا��ا�� 4 ]مستمرة ��� ���و�ة تعر )و لنا  0.5;0.49[ )1.49 0.07f ≈ و −

( )1.5 0.03f )��سب م��هنة الق�� ا��توسطة فإن ل��عاد��  ≈ ) 0f x �ل ��� ا��قل �ي هذا ا���ال و��ا أن  =

)ا��ا�� رتيبة ��اما ��� هذا ا���ال فان هذا ا��ل وحيد وبالتا�ي فا��نح�ي  )fC  يقطع �امل ��ور الفواصل �ي نقطة

 �ي هذا ا���ال. αفاصل��ا  wوحيدة 

)معاد�� ا��ماس عند هذه النقطة أي عند  );0α :

( )( ) ( )
[ ]

( ) ( )2
1' 1

ln
y f x f x fα α α α α

α α

 
= − + = + − + 

 
 

)و��ا أن  ) 0f α ��د بالتعويض �ي ا��ا��  =
1ln

1
α

α
=

+
فاصبح ا��عاد��  

( ) ( ) ( )
2

2

111 1
1

1

y x y x
α

α α
α

α
α

 
   + = + − → = + −        +  

أي  

( )13y xα α
α

 = + + − 
 

 . 

)) ر�� 5 )و  ∆( )fC :

10

https://www.facebook.com/groups/algerieeducation/



)') أ) 6 ) 1 ln 1 lnh x x x= − + + ]و�ي موجبة ���  = وتنعدم عند قيمة وا�دة فقط وبالتا�ي  ∞+;1]

 م��ا��ة ��اما ��� هذا ا���ال. hفا��ا�� 

(1)إذن  0h  وا��ا�� م��ا��ة وهذا يع�ي ان ��يغ قيمها موجبة إذن إشار��ا �ي +. =

ب)   

1 1 1 1 1 ln 1 ( )( ) 1 1
ln ln ln ln ln ln ln

x x x h xf x x x x
x x x x x x x x x x x x

− +
− + = + − − + = − + = =

[وهو مقدار موجب ��اما ��� ا���ال  إذن  ∞+;1]
1( ) 0
ln

f x x
x x

− + 

ومنه  
1( )
ln

f x x
x x

− ....)......................1( 

[ومن ا���� ��تنتج أن ا��نح�ي يقع ��ت ا��قارب �ي ا���ال  )ومنه  ∞+;1] ) 1f x x + )..............2( 

) ��د 2) و (1من (
1 ( ) 1
ln

x f x x
x x

− +  . 
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)) تبي�ن أن 7 ) ( ) ( )( )2 21 1ln 1 2
2 2

e A e eα α α α− − + − + +  :

و�دنا سابقا 
1 ( ) 1
ln

x f x x
x x

− +    وا��ا�� موجبة ��اما ��� ا���ال[ ];eα  إذن حسب خواص التك�مل

)��د  )1 ( ) 1
ln

e e e
x dx f x dx x dx

x xα α α

 − + 
 ∫ ∫ ∫  ومنه

2
1

( )
ln 2

e
e e xxx dx f x dx x k

xα α
α

 
   

− + +   
  

 

∫ ∫  ومنه

2 2

ln(ln ) ' ( )
2 2

e e
ex xx k f x dx x k
α

α α

   
− + + +   

   
∫ .    توضيح: حيث)ln 0x   ���[ ];eαو

( )
1

ln' '( ) '( ) ln ( )
ln ln ( ) ( )

x u x u xx dx u x k
x x u x u x
= → → = ومنه ا��ا�� ا��صلية ل��ا��  ∫+

1

ln
xx
x

�ي  →

)ا��ا��  )ln lnx x→ .(

د ومنه ��
2 2 2 2

ln(ln ) ' ln(ln ) ' ( )
2 2 2 2

ee ee k k f x dx e k k
α

α αα α
       

− + − − + + + − + +       
       

∫ 

و�دنا سابقا 
1ln

1
α

α
=

+
ومنه ��د  

( )( ) ( )
2 2 1ln ( )

2 1 2
e e ee f x dx e
α

α αα α
α

− +−  + + − +  ∫ 
ومنه  

( ) ( ) ( )2 2

ln 1 ( ) 1
2 2

e ee f x dx e
α

αα α α
+ −

− + − + 
 

∫   وأ���ا ��د

( ) ( )( )
2 2 1ln 1 ( ) 2

2 2
ee f x dx e e
α

α α α α−
− + − + +∫ 
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 :وضوع الثانيتصحیح الم

 تصحیح ا�تمر�ن الأول:

 : βو  α) تعي�ن العدد�ن 1

4035لنا 
1

α β
α β
+ =

 − =

2ومنه   4036
1

α
β α

=
 = −

2018ومنه  
2017

α
β
=

 =

 . 

تبي�ن أن  •
2
α

أوليان فيما بي��ما:  βو  

لنا 
2018 1009

2 2
α
= 1αو��ينا  = β− 2ومنه  = 1

2
α β− ومنه  =

( ) ( )( )2 1009 1 2017 1+ − أوليان فيما بي��ما أي 2017و  1009ومنه حسب م��هنة ب��و ��تنتج أن  =

2
α

 أوليان فيما بي��ما . βو  

)الصحي�ة ) تعي�ن ك� الثنائيات 2 ),x y  : ��1009ال�ي ��قق ا��عاد 2017 1x y− = ).......1(

)و�دنا سابقا  ) ( )( )2 1009 1 2017 1+ − )أي  = )( ) ( )( )1009 2 2017 1 1− = ).....2(

)بالطرح ��د  ) ( )1009 2 2017 1x y− = −

)يق��  1009 )1009 2x )فهو يق��  − )2017 1y إذن حسب 2017أو�ي مع  1009و��ا أن  −

1yيق��  1009م��هنة غوص ��د  1حيث  kإذن يو�د �دد ��يح  − 1009y k− ومنه  =

1009 1y k= + . 

)) ��د 1بالتعويض �ي ا��عاد�� ( )1009 2017 1009 1 1x k− + ومنه =

1009 2035153 2017 1x k= + 2017أي  + 2x k= +  

)إذن الثنائيات الصحي�ة  ),x y  : ��1009ال�ي ��قق ا��عاد 2017 1x y− �ي =

( ) ( ), 2017 2,1009 1x y k k= + �دد ��يح. kحيث  +

]ال�ي ��قق :   a) تعي�ن ا���داد الصحي�ة 3 ]
[ ]

2019 2017

2019 1009

a

a

 ≡


≡

 . 
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[ ]
[ ]

2019 2017

2019 1009

a

a

 ≡


≡
ومنه  

2017 2019
1009 2019

a p
a q
= +

 = +
2017ومنه   2019 1009 2019p q+ = + 

2017ومنه  1009p q=  1009يق��  2017��دq  يق��  2017و�ليه  1009أو�ي مع  2017ول�كنq 

 . =k’2017qحيث  ’kوهذا حسب م��هنة غوص ومنه يو�د �دد ��يح 

)بالتعويض ��د  )1009 2017 ' 2019a k= 2035153ومنه  + ' 2019a k= + .

:7n  ���9بوا�ي قسمة  n) أ) دراسة تبعا لق�� 4

[ ] [ ]
[ ] [ ]

0 1

2 3

7 1 9 ; 7 7 9

7 4 9 ; 7 1 9

≡ ≡

≡ ≡
ومنه فإن البوا�ي تلخص �ي ا��دول التا�ي:  

   3k+2  3k+1    3k  ��قn 

 البا�ي 1  7    4  

 :42L  ���9ب) تعي�ن با�ي قسمة العدد 

لنا 

2017 2016 2015 0

2018

2018 2018
0 1 2 2017 0

111...1 1 7 1 7 1 7 ... 1 7

7 1 7 17 7 7 ... 7 7
7 1 6

fois

L = = × + × + × + + ×

− −
= + + + + = =

−



)ومنه  )
2018

2018 20197 142 42 7 7 1 7 7
6

L −
= = − = −

]ومنه حسب ا��دول السابق ��د  673*3=2019لنا  ]20197 1 9≡

]ولنا  ]7 7 ]بالطرح ��د  ≡9 ]20197 7 1 7 9− ≡ ]ومنه  − ]20197 7 6 9− ≡ ومنه حسب خواص ا��وافقة −

]��د   ]20197 7 3 9−  .3هو  42L  ���9إذن با�ي قسمة  ≡

 :ثانيتصحیح ا�تمر�ن ال

 ) حساب إحتمال ا��وادث التالية:1

يات �ي آن وا�د ��د العدد الك�� ل��مك�نيات هو  4عندما ��حب  ��4
9

9! 126
4! 5!

C = =
×

 . 
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A يات من نفس ال��ن" يع�ي ��ب أن تكون ك�ها ��راء ومنه ): "ا��صول ��� أربع �� )
4
5 5

126 126
CP A = = .

B يات ك�ها ية بيضاء ��� ا��ك��" معناه إما وا�دة بيضاء وث��ث من ال��ن�ن ا�����ن أو ا��ربع �� :" ا��صول ��� ��

)��تلطة ب�ن ا����ر وا��خ�� ومنه  )
1 3 4
1 8 8 56 70 1

126 126
C C CP B × + +

= = = . 

Cيات ���وع أرقا��ا معدوم ;2;2" أي ��ب أن ���صل ���:" ا��صول ��� أربع �� 1; 3− ومنه  −

( )
2 1 1
4 1 1 6 1

126 126 21
C C CP C × ×

= = = . 

يات ا����اء ا��تبفية X أ) )2 يات من بي��ا  هو �دد ال��� يات خ��اء ومنه عندما  3�ي ال�كيس : ��ينا ��عة �� ��

يان فإما يتب��  3X;2;1;0}{خ��اء أي  0خ��اء أو  1خ��اء أو  2خ��اء أو  3��حب أربع �� = .

)إذن  )
3 1
3 6 6 10
126 126 21

C CP X ×
= = = =  ،( )

2 2
3 6 45 51
126 126 14

C CP X ×
= = = =

( )
1 3
3 6 60 102
126 126 21

C CP X ×
= = = =  ،( )

4
6 15 53

126 126 42
CP X = = = =

وقانون إحتما�� معرف �ي ا��دول التا�ي: 

  3   2    1    0    xi 

   5/42  10/21    5/14  1/21    P(X=xi) 

ياضيا�ي  ): E(X)ب) حساب ا��مل ا�� ) 1 5 10 50 1 2 3
21 14 21 42

5 20 5 10 20 5 20 35
14 21 14 14 21 7 21 21

E X = × + × + × + ×

= + + = + = + =

: X >0 -2Xج) حساب إحتمال ا��ادثة 

2 0X X−  معناه( )1 0X X −   أي ��ب أن يكون{ }2;3X ومنه =

( ) ( ) ( )2 0 2 3

10 5 25
21 42 42

P X X P X P X− = = + =

= + =
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 :ثالثتصحیح ا�تمر�ن ال

( ) ( )2 1 2 1 0......( )z m z m E+ + + − =

)ح�ى تقبل ا��عاد��  mعي�ن ق�� العدد ا��قي�� ت) 1 )E :ل�ن ��� حقيقي�ن�

)تقبل ا��عاد��  )E :ل�ن ��� حقيقي�ن إذا وفقط إذا ك�ن مم��ها سالب ��اما� 

( ) ( )2 2 21 4 2 1 2 1 8 4 6 5m m m m m m m∆ = + − − = + + − + = − +

يكون دلتا سالب ��اما أي �كس إشارة معامل   تقع دا�ل ��ال ا��ذر�ن : mإذا ك�ن مم��ه موجب وق��  2mو

( )2
1 6 4 5 36 20 16 0∆ = − − × = − = 

و�ليه عبارة ا��م�� ال�ي �ي كث�� �دود من ا��ر�ة الثانية مم��ه موجب ��اما فهو يقبل �ذر�ن ��ا : 

1
6 4 5

2
m +

= 2و  =
6 4 1

2
m −

= =

[إذن يكون ا��م�� سالبا ��اما إذا ك�ن  [1;5m∈ . 

)) �ل ا��عاد�� 2 )E بوضعm=3 23: ��د 6 3 5 9 18 5 4 2i∆ = − × + = − + = − → ∆ ومنه =

1
4 2 2

2
iz i− +

= = − + ،2
4 2 2

2
iz i− −

= = − − .

3 (2Az i= − +  ،2Bz i= − −  ،Cz α=  ،3Ez 2α�دد حقي�� و  αحيث  = − .

2 2 2 2B AAB z z i i i= − = − − + − = − =  ،( )22 2 1C AAC z z iα α= − = + − = + + ،

( )22 2 1C BBC z z iα α= − = + + = + + . 

ABC  مثلث متقا�� ا��ض��ع معناه( )22 1 2α + + )ومنه  = )22 1 4α + + ومنه  =

( )22 3 0α + − )أي  = )( )2 3 2 3 0α α+ + + − 2ومنه إما  = 3α = − أو  +

2 3α = − 2ول�كن  − 3 2α = − − −  2وهذا ��فوض حسب ال��ط ول�كن 3 2α = − + −

2متقا�� ا��ض��ع إذا ك�ن  ABCوهو مقبول إذن يكون ا��ثلث  3α = − + . 

2) نضع 4 3Cz = − + :22 3 3 2 1
2 2 2

iC E

A B

z z i e
z z i i i i

π− − + − − −
= = = = =

− − + + +
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2أ)  
iC E

A B

z z e
z z

π−
=

−
)ومنه   ); 2 /

2
BA EC k kπ π= + ∈
 

 أي ا��ستقيمان( )BA  و( )EC .متعامدان

Cهذا من جهة ومن جهة أ��ى و�دنا  AB=AC=BCمتقا�� ا��ض��ع أي  ABCلنا ا��ثلث ب)  E

A B

z z i
z z
−

=
−

1Cأي  E

A B

z z i
z z
−

= =
−

تنتمي إ�ى  Eو  A  ،Bأي ان النقط  AC=BC=ECإذن ��تنتج أن  AB=CEأي  

.  r=CE=AB=2ونصف قطرها  Cا��ا��ة ال�ي ����ها النقطة 

: العبارة ا��ركبة ��ذا ا��وران �ي a) حساب 5
3 6 2 3 1'
2 2

z az i
   − −

= + +   
   

3معناه :  Cإ�ى  B��ول  6 2 3 1
2 2C Bz az i

   − −
= + +   

   
ومنه  

( ) 3 6 2 3 12 3 2
2 2

a i i
   − −

− + = − − + +   
   

ومنه  

4 2 3 4 2 3 6 2 3a ai i i− + = − − + − + )ومنه  − ) ( )4 2 3 2 2 3 1a i i+ = − − + −

ومنه  

( ) ( ) ( )
( )( )

3 2 2 3 1 4 23 2 2 3 1

4 2 4 2 4 2

4 3 2 3 8 4 8 3 4 4 3 2 10 10 3 1 3
16 4 20 2 2

i ii
a

i i i

i i i i i i

 − − + − −− − + −  = =
+ + −

− + − + + − + − − +
= = = − +

+

 

ية هذا ا��وران �ي ��دة للعدد  1cosه ومن aزاو
22arg 2 2 /

3 33sin
2

a k k k
θ

π πθ θ π π π
θ

 = −= → → = − + = + ∈
 =



يفا هذه النقطة �ي النقطة الصامدة بواسطة هذا ا��وران أي �ي ���� هذا ا��وران:  Gب) لتكن النقطة  تعر

( ) ( ) ( )
( )( )

3 6 2 3 1
3 6 2 3 1 3 33 6 2 3 12 2

1 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2

3 3 18 6 3 3 3 6 3 6 3 4 3 24 3 6
12 12 3

G

i i iibz
a i i ii

i i i i

   − −+     − + − +− + −     = = = =
− − − +−

− + − + − − + − −
= = =

2�ي  ABC��ن نع�� أن ��حقة ���� ثقل مثلث متقا�� ا��ض��ع  2 2 3 3 6
3 3 3

A B C
G

z z z i iz + + − + − − − + −
= = =. 

 . ABCإذن ��تنتج أن ���� هذا ا��وران هو فع�� ���� ثقل ا��ثلث 
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 :لرابعتصحیح ا�تمر�ن ا

(I1  �تبي�ن أنه من أ�ل ك (x  من ا���ال] فإن:   ∞+;0]
( )( )2 1

2

1 2 1
'( ) x

x x
g x e

x
−+ +

= . 

)لنا  )
1

2( ) 1 1xg x x x e
−

= + + ومنه  −

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( )

' '1 1 1
2 2 2

1 1
2 21 1

2
2 2

21 1 12 3 2 3 2

2 2 2

2 1

2

'( ) 1 1 1 ' 1

1 2 111 2 1

2 1 12 1 2 2 1

1 2 1

x x x

x x
x x

x x x

x

g x x x e x x e e x x

x x e e x x
x e e x x

x x
x x xx x x x x x xe e e

x x x

x x
e

x

− − −

− −
− −

− − −

−

   
= + + − = + + + + +  
   

+ + + +
= + + + + =

+ + ++ + + + + + +
= = =

+ +
=

: و�دنا gإستنتاج إ��اه تغ��  •
( )( ) ( ) ( )

2 21 1

2 2

1 2 1 2 1
'( ) 1x x

x x x
g x e e x

x x
− − + + +

 = = +
  

[من  x��ا أنه ��ما ك�ن  فإن   ∞+;0]
( )2 1

2

2 1
0x

x
e

x
−+
  وأيضاx+1  موجب ��اما ��� هذا ا���ال إذن

[من  xمن أ�ل ك�  )'فإن   ∞+;0] ) 0g x   ��أي ا��اg .يفها م��ا��ة ��اما ��� ���و�ة تعر

2 (1 3(1) 3 1 1 0g e
e

−= − = −   و

( )
1

2(0,9) 1 1 2,71 0,32 1 0,13 0xg x x e
−

= + + − = × − ≈ − 

[مستمرة ��� ا���ال  gإذن ��ا أن ا��ا��  )و  1;0,9] ) ( )0,9 1 0g g×   سب م��هنة الق�� ا��توسطة فإن��

[�ل ��� ا��قل �ي ا���ال  g(x)=0ل��عاد��  م��ا��ة ��اما ��� هذا ا���ال فإن هذا ا��ل  gو��ا أن ا��ا��  1;0,9]

 . αوحيد وهو 

[سالب ��اما �ي ا���ال  g(x): ��تنتج إن g(x)إستنتاج إشارة  [0;α  اما �ي ا���ال�� [وموحب [;α +∞ .

(II ( )
11( ) 1 xf x x e

x
−

= + +
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1 (( )
1

0 0

1lim ( ) lim 1 1x

x x
f x x e e

x
− −∞

→ →+ +

 
= + + = +∞ + × = +∞ 

 

( ) ( )
1

01lim ( ) lim 1 0x
x x

f x x e e
x

−

→+∞ →+∞

 
= + + = + +∞ × = +∞ 

 

[من  xب) تبي�ن أنه من أ�ل ك�  2فإن:  ∞+;0]
( )'( ) g xf x
x

= . 

) لنا )
11( ) 1 xf x x e

x
−

= + ومنه  +

( ) ( )

( ) ( )

'1 1 1

2 2

11 1
22

2 2 2

1 1 1'( ) 1 1

1 11 1 ( )

x x x

xx x

f x x e e x e
x x x

x x ex e x e g x
x x x

− − −

−− −

 
= + + = − + + + 
 

+ + −− + + +
= = =

[أي �ي ا���ال  g(x)من إشارة  f’(x)ومنه ��تنتج أن إشارة  [0;α ة ��اما أي ا��ا�� البتكون ا��شتقة سf 

[متناقصة ��اما و�ي ا���ال  [;α  م��ا��ة ��اما. fتكون ا��ا��  ∞+

�دول التغ��ات:  

0       α     1     +∞ x 

   -    0      +   f’(x) 

  +∞  +∞
   f(α ) 

  f(x) 

) تبي�ن أن: 2
1

lim 1x
x

xe x
−

→+∞

 
− = − 

 
 . 

بوضع 
1t
x

= ومنه  −
1x
t

= xو��ا  − 0tفإن  ∞+→  فن�د: →

( )1

0 0 0

11 1 1lim lim lim lim 1
t t

tx
x t t t

e exe x e
t t t t

−

→+∞ → → →

 − −   −   − = − + = = − = −            

Y=x  مقارب ل��نح�ي( )fC  معناه:  ∞+��وال[ ]lim ( ) 0
x

f x x
→+∞

− = : 
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[ ] ( )
1 1 11 1lim ( ) lim 1 lim 0 1 1 0x x x

x x x
f x x x e x e xe x

x x
− − −

→+∞ →+∞ →+∞

    
− = + + − = + + − = + − =   

     

)ل��نح�ي  مقارب مائل  y=xأي أن ا��ستق�� ذو ا��عاد��  )fC وال��+∞ . 

3 (
11( ) 1 xh x e

x
−

= − + . 

أ) 
11lim ( ) lim 1 0 1 1 0x

x x
h x e

x
−

→+∞ →+∞

 
= − + = − + = 

 
 . 

 :hدراسة إ��اه تغ�� ا��ا��  •

'1 1 1

2 2 2
1 1 1 1'( ) 1 1x x xh x e e e
x x x x

− − −   
= − + = − + = −   
   

من نفس إشارة  h’(x)إذن إشارة 
1

1xe
−
− 

h’(x)<0  معناه
1

1 0xe
−
−  أي  

] [

1 1
0 11 0

0 0;

x xe e e
x

x x

− −
→ →−

→ → ∈ +∞

  



متناقصة ��اما  hإذن ا��ا��    

يفها.  ��� ا���ال ا��عطى أي ��� ���و�ة تعر

يفها ولنا  fا��ا��  limمتناقصة ��اما ��� ���و�ة تعر ( ) 0
x

h x
→+∞

و�ليه ��تنتج أن ا��نح�ي ا��مثل ��ا يقع فوق ��ور  =

[من  xالفواصل ��ك� تام ومنه ��ما ك�ن   . h(x)>0فإن  ∞+;0]

ب) 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 12

1 1

1 1( ) 1 1

1 11 1 1

1 11 1 1 1 ( )

x x

x x

x x

f x x x e x x x e
x x

x xx x e x e
x x

xx e x e x h x
x x

− −

− −

− −

− = + + − = − + +

− +−
= + + = + +

   −
= + + = + − + = +   

   

)��تنتج أن  ) 0f x x−  إذن ا��نح�ي( )fC ��يقع فوق ا��ستق( )∆ .
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)) ر�� 4 )و  ∆( )fC :

:nu  ������nأ) ��ابة  )5

2

1
1 2 2

2 2

1
1 1

1 1 1111 1 1 1

1 1

n

nn

n
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n nu f
n n n

n n n n ne n e
n n n n n n

n
n ne

n n
e

−

−

−

−

 = − + + 
 
   +    = + + − = + −     + + + +     
 

= + −
+ +

=

)تبي�ن أن  • )nu  متتالية هندسية وتعي�ن أسا��اq  1و �دها ا��ولu : 

nلنا 
nu e−=  1ومنه 1

1
1 1n n n

n nu e e e e u
e e

− − − − −
+ = = × = )إذن  = )nu  أسا��ا متتالية هندسية

1q
e

1و �دها ا��ول  =
1

1u e
e

−= = . 

: nSا���موع  nحساب ������ •
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لنا 
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1 1n
n nu f

n n n
 = − + + 

ومنھ  
21

1 1n
n nf u

n n n
  = + + + 
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= + − + + − + + − + + + −       + + + + + + + +       
  − −
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nu u
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u u u u n

u u u u n

u u u u
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+ + + + +     + +     

− + − + − + − +       
= + + + + + + + +       + + + +       
= + − + + − + + − + + + −

= + + + + + + + + −

= + + + + + + ( )( )
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2 3 ... 1

1 1 11 1 1 11 1 1 11 11 1 12 2 21

1 1 11 1 1 1
1 2 1 2 1 2
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n n

n n n

n n
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e
n n n nne e en e ee e e

e e e
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−

+ + + −

    − −  −     − −−  = × + + − = × + = × +  − −    −        

 − − − − − −
= × × + = + = +  − − −   
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